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EJERCICIO 1. Sea (C [a, b] , ‖·‖
∞
), consideremos el funcional:

f : C[a, b] −→ R

x 7−→ x(a)− x
(

a+b
2

)

+ x(b)
.

Pruebe que f ∈ (C [a, b])∗ y halle ‖ f ‖.

Demostración.

a) Vamos a demostrar que f es lineal, sean x, y ∈ C [a, b] y α ∈ K, tenemos que

f (x + αy) = (x + αy)(a)− (x + αy)
(

a+b
2

)

+ (x + αy)(b),

de donde

f (x + αy) =
[

x(a)− x
(

a+b
2

)

+ x(b)
]

+ α

[

y(a)− y
(

a+b
2

)

+ y(b)
]

,

es decir,
f (x + αy) = f (x) + α f (y),

con esto, hemos probado que f es lineal.

b) Vamos a demostrar que f es acotado, para esto, debemos probar que existe
c > 0 tal que para todo x ∈ C [a, b] se tiene que

| f (x)| ≤ c ‖x‖
∞

.

Sea x ∈ C [a, b], tenemos que

| f (x)| =
∣

∣

∣
x(a)− x

(

a+b
2

)

+ x(b)
∣

∣

∣

≤ |x(a)|+

∣

∣

∣

∣

x

(

a + b

2

)∣

∣

∣

∣

+ |x(b)|,
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por otro lado, para todo t ∈ [a, b], sabemos que

|x(t)| ≤ ‖x‖
∞

,

así,
| f (x)| ≤ 3 ‖x‖

∞
, (1)

por lo tanto, tomando c = 3 se sigue que f es acotado.

c) Vamos a demostrar que ‖ f ‖ = 3, notemos que, de (1), tenemos que

‖ f ‖ ≤ 3.

Ahora, para cada t ∈ [a, b] consideremos la función:

u : [a, b] −→ [a, b]

t 7−→











4
a − b

(t − a) + 1 si a ≤ t <
a + b

2
,

4
b − a

(t − a) + 1 si
a + b

2
≤ t ≤ b.

Podemos observar el gráfico de esta función en la siguiente figura:
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Notemos que

‖u‖
∞
= 1, u(a) = 1, u(b) = 1 y u

(

a + b

2

)

= −1,

así,

| f (u)| =

∣

∣

∣

∣

u(a)− u

(

a + b

2

)

+ u(b)

∣

∣

∣

∣

= 3,

por lo tanto,
3 ≤ ‖ f ‖ ,
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con esto, hemos probado que
‖ f ‖ = 3.
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