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FAscicuLO 1

FUNCIONES MEDIBLES

1.1. Resumen

1.1.1. Preliminares

DEFINICION 1.1 (Imagen directa e inversa). Sean E y F conjuntos, f: E —
F una funcién, A C E 'y B C F. Se define la imagen directa de A bajo f por
el conjunto

f(A) ={f(x) e F:x € A}

Y la imagen inversa de B bajo f por el conjunto

f1(B)={x€E: f(x) € B}.

PROPOSICION 1.1. Sean E y F conjuntos y f: E — F una funcién. Se tiene que
U=k flo)=0, vy f@)=2

Ademas, si B C F, entonces f~!(B°) = f~1(B)".

PROPOSICION 1.2. Sean E y F conjuntos, f: E — F una funcién, (Au),cn Y
(Bn) e sucesiones de subconjuntos de E y de F, respectivamente. Se tiene
que

nelN nelN nelN nelN
ii) f1< N Bn> = f'(Bn); iv) f{ () An) € () f(An)
nelN nelN nelN nelN
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DEFINICION 1.2. Sean E y F conjuntos, f: E — F una funcién, C C P(E)
y D C P(F). Se definen las siguientes familias de conjuntos

fc)={BCB:fY(Byecy y fYD)={fYB)CE:BeD}

DEFINICION 1.3 (Limite superior). Sea (A ), . una sucesién de subcon-
juntos de un conjunto E, al conjunto

+0co +o0
limsup A, = ﬂ (U An>
m=0 \n=m

se lo llama el limite superior de la sucesion (Ay),cn-

DEFINICION 1.4 (Limite inferior). Sea (Ay), o una sucesion de subcon-
juntos de un conjunto E, al conjunto

+0co +o0
liminf A, = U Ay
m=0 \n=m

se lo llama el limite inferior de la sucesion (Ay), -

DEFINICION 1.5 (Reales extendidos). Se define el conjunto de los niimeros
reales extendidos por
R =R U {+00, —oo}.

Ademés, se extienden las operaciones de IR de la siguiente manera, para
x e,
to0 + (£00) = x + (Fo0) = (£00) + x = £oo,
(£00)(do0) = 400,  (Foo)(eo) = —oo,
Foo six >0,
x(Fo0) = (Foo)x =<0 six=0,

Foo six <O0.

1.1.2. Espacios medibles
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DEFINICION 1.6 (0-dlgebra). Sean E un conjunto no vacioy G C P(E)
una familia de conjuntos. Se dice que G es una o-dlgebra sobre E si cumple
que

i) EeGyoeg;
ii) si A € G, entonces el complementode A, A“=E~ A€ G,y

iii) si(An), <N €s una sucesién de elementos de G, entonces U A, €q.
nelN

DEFINICION 1.7 (Espacio medible). Sea E un conjunto no vacio, si G es
una o-élgebra sobre E, al par (E, G) se lo llama un espacio medible. Ade-
maés, a los elementos de G se los llama conjuntos G-medibles; cuando no
exista ambigtiedad en la o-dlgebra utilizada, a los elementos se los llama

simplemente conjuntos medibles.

PROPOSICION 1.3. Sea (E, G) un espacio medible. Si (A;),,c €s una sucesion
—+00
de elementos de G, entonces ﬂ A, eq.

n=1

DEFINICION 1.8. Sea E un conjunto no vacio, entonces

e G = P(E) es llamada la o-4lgebra discreta; y

e G = {E, 9} esllamada la o-algebra trivial.

PROPOSICION 1.4. Sea E un conjunto y sean G; y G, dos o-algebras sobre E.
Entonces G = G1 N G, es una o-élgebra sobre E.

PROPOSICION 1.5. Sea E un conjunto, si (Gy ),y €S una sucesion de o-algebras
+o00

sobre E. Entonces ﬂ Gy es una o-algebra sobre E.
n=1

DEFINICION 1.9 (0-algebra generada). Sean E un conjunto y C C P(E),
con C # @. La o-dlgebra mds pequefia que contiene a C, es decir, la inter-
seccién de todas los o-algebras que contengan a C, es llamada la o-dlgebra
generada por C y se la nota por ¢(C).
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DEFINICION 1.10 (Algebra de Borel). Sean (E, T) un espacio topolégico.
Se llama dlgebra de Borel a o(T), notada por B(E,T) o simplemente por
B(E) cuando no existe ambigiiedad. A los elemento de B(E) se los llama
borelianos.

OBSERVACION. Cuando se trabaje con el conjunto IR, se utilizard su topologia
usual dada por el valor absoluto.

PROPOSICION 1.6. En el conjunto R, se tiene que B(R) es generada por los
intervalos abiertos acotados, es decir

B(R) :U({}a,b[gR:a,beRya < b})

DEFINICION 1.11. En el conjunto R, se define el dlgebra de Borel extendida
por

B(R) = B(R)U{AU {+c0}, AU {—00}, AU {+00, —00} : A € B(R)}.

DEFINICION 1.12. Sean (F, H ) un espacio medible, E un conjuntoy f: E —
F una funcién. El conjunto

o(f)=f"H)={f"(B)CF:BeH},

es una o-dlgebra sobre E llamada la o-dlgebra generada por f.

PROPOSICION 1.7.Sean E y F conjuntos, f: E — F una funciony C C P(F).
Se tiene que

1.1.3. Funciones medibles

DEFINICION 1.13 (Funcién medible). Sean (E,G) y (F,H) dos espacios
medibles y f: E — F una funcién. Se dice que f es (G, H)-medible (o sim-
plemente medible cuando no exista ambiguedad) si para todo A € H se
tiene que f1(A) € G.

En el caso de que (F,H) = (R,B(R)) o (F,H) = (R, B(R)), se dira
simplemente que f es H-medible.
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PROPOSICION 1.8. Toda funcién constante entre dos espacios medibles es me-
dible.

PROPOSICION 1.9. Sean (E, G) y (F, H) dos espacios mediblesy f: E — F una
funcién. Se tiene que f es (G, 1 )-medible si y solo si

o(f)=f1H) G

TEOREMA 1.10. Sean (E,G) y (F,H) dos espacios mediblesy f: E — F
una funciény C C P(F) tal que 0(C) = H. Se tiene que (G, H)-medible si
y solo si para todo A € C se tiene que f1(A) € G.

PROPOSICION 1.11. Sea f: R — R una funcién. Se tiene que

i) si f es una funcién continua, entonces es B(IR)-medible; y

ii) si f es una funcién monétona, entonces es 5(R)-medible.

PROPOSICION 1.12. Sean (E, G) un espacio medible y f: E — R una funcién.
Entonces f es G-medible si y solo si para todo « € R se cumple que

{x€€eE: f(x)<a} eg.

PROPOSICION 1.13. Sean (E, G) un espacio medible y f: E — R una funcién.
Se tiene que las siguientes proposiciones son equivalentes:

a) Paratodoa € R, el conjunto Ay = {x € E: f(x) > a} pertenecea G.
b) Paratodow € R, el conjunto B, = {x € E: f(x) < a} pertenecea G.
¢) Paratodo a € R, el conjunto Cy = {x € E: f(x) > a} pertenece a G.

d) Paratodo « € R, el conjunto D, = {x € E: f(x) < a} pertenecea G.

OBSERVACION. Sea E un conjunto, f: E — R una funcién y & € RR. Se tienen

las siguientes notaciones
{f<a}={x€E:f(x)<ua}, {f>a}={x€E: f(x)>ua},
fsap={xeE:fx)<a}, {fzaj={xcE:f(x)=a}

PROPOSICION 1.14. Sean (E,G) un espacio medible, f,g: E — R funciones
G-medibles y ¢ € R. Entonces las funciones

of,  fA f+s  fs oy Ifl
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son también G-medibles.

DEFINICION 1.14. Sean E un conjunto y f: E — R una funcién. Defini-
mos la parte positiva y la parte negativa de f, notadas por f y f~, respecti-

vamente, como

frx) =sup{f(x),0} y  f(x)=sup{—f(x),0}.

PROPOSICION 1.15. Sean (E, G) un espacio medible y f: E — R un funcién.
Se tiene que

e f1y f~ sonno negativas;

s f=f"—f"y Ifl=f"+f"

o fr=5Uf1+5) v f=30fI-fhy

e fesG-mediblesiysolosi fTy f~ son G-medibles.

PROPOSICION 1.16. Sean (E, G) un espacio medible y fi, f>: E — R funciones
G-medibles, entonces las funciones

g1(x) =sup{fi(x) fa(x)} y g(x) =inf{fi(x), fa(x)}

son G-medibles.

1.1.4. Funciones con valores extendidos
DEFINICION 1.15. Sea (E, G) un espacio medible, se define

M(E,G) = {f: E— R: f es G-medible}.

PROPOSICION 1.17. Sean (E, G) un espacio medible y f: E — R una funcién.
Entonces f € M(E,G) siy solo si para todo a € R se cumple que

{x€eE:f(x)<a}eg.

PROPOSICION 1.18. Sean (E, G) un espacio medible y f € M(E,G), entonces

los conjuntos

{xEE:f(x):+oo}:ﬁ{er:f(x)>n}
n=1
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{er:f(x):—oo}:<G{x€E:f(x)>n}>

n=1

pertenecena G.

PROPOSICION 1.19. Sean (E, G) un espacio medible y f: E — R una funcién.
Se tiene entonces que f es (G, B(R))-medible si y solo si los conjuntos A y B,
definidos por:

A={x€E:f(x)=+c} y B={x€cE:f(x)=—oo},
pertenecen a G y la funcién de valores reales f;, definida como sigue:
f(x), six¢ AUB,
filx) = ,
0, sixe AUB,

es (G, B(R))-medible.

DEFINICION 1.16. Sean (E,G) un espacio medible y f,g¢ € M(E,G). Se
define el conjunto

F={xeE:f(x)=%e0 y glx)=Feo}
y la funcién
f+$:E—R

x — (f+g)(x)= {f(x)—i-g(x) six ¢ F,

0 six € F.

PROPOSICION 1.20. Sean (E, G) un espacio medible y sea f € M(E, G), enton-
ces las funciones

of, A fre A Yy fT
pertenecena M(E, G).

PROPOSICION 1.21. Sea (fy), o una sucesién en M(E,G) y definamos las
funciones

f(x) =inf fu(x), F(x) = sup fu(x),
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f*(x) = lminf f,,(x), F*(x)=limsup fu(x).
Entonces f, F, f*, F* pertenecen a M(E, G)

PROPOSICION 1.22. Sea (f;),cpy una sucesién en M(E,G) que converge a f
puntualmente en todo E, entonces f es elemento de M (E, G).

DEFINICION 1.17 (Funcién simple). Sean (E, G) y (F, ) espacios medi-
blesy f: E — F una funcién medible. Se dice que f es una funcién simple
si toma un ntmero finito de valores, es decir, si f(E) es un conjunto finito.

DEFINICION 1.18 (Funcién indicatriz). Sea E un conjuntos y A C E. A la

funcién
1,:E— R

1 six €A,

x — Ta(x) =
0 six ¢ A,

se la llama la funcién indicatriz de A.

PROPOSICION 1.23. Sean (E, G) un espacio medible y A C E. Se tiene que la
funcién 1 4 es G-medible si y solo si el conjunto A es G-medible.

PROPOSICION 1.24. Sean (E, G) un espacio medible y f: E — K una funcion,
donde K representa a IR, R o C. Se tiene que f es una funcién simple si y solo
siexisten Ay, Ay, ..., Ay €G yay,ay,...,a; € Ktales que

F0) = Y ala, (x)
k=1

para todo x € E.

TEOREMA 1.25.Si f es una funcién no negativa en M (E, G), entonces
existe una sucesion (¢ ), o de funciones simples en M(E, G) tal que:

1. 0 < ¢pn(x) < ¢pi1(x) paratodox € Eyn € N;y

2. f(x) = lim¢y(x) para todo x € E.
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1.2. Ejercicios Resueltos

EJERCICIO 1.1. Sean 4, b € R tales que a < b. Demuestre que

[a,b] = Jﬁo}a—%,b—o—%[.

n=1

Demostracién. Se tiene que [a,b] C }a — %, b+ % {, para todo n € IN¥, de este
modo

—+00
[a,b] € N }u—%,b—i—%{.
n=1

Ahora, para la inclusién contraria, procedemos por contrarreciproco. Sea
x ¢ [a,b], entonces x < a 0 x > b. Consideramos cada caso por separado:

e Six < g, por la propiedad arquimediana, existe k € IN* tal que k > al—x
Por lo tanto, x < a — % y por ende x & }a — %,b—l— % {, de donde

—+o0
x & ﬂ}u—%,b—i—%[.
n=1

e Si x > b, de manera similar al caso anterior, existe k € IN* tal que x ¢
a— %,b—f— % , por lo tanto

x & ﬁo}u—%,b—i—%[.
n=1

Asi, se tiene que

—+o0
N }a— %,ZH-%{ C [a,b];
n=1
y por lo tanto se cumple la igualdad. O

EJERCICIO 1.2. Sean 4, b € R tales que a < b. Demuestre que

Ja,b] = Uo la+ib-1].

n=1
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Demostracion. Se tiene que {a + %, b— ﬂ C Ja,b[, para todo n € IN*, por lo

tanto
+o00

U {a+ Lp— %] Cla,bl.
n=1
Ahora, sea x € ]a,b[, esto es @ < x < b. De manera andloga al ejercicios
anterior, por la propiedad arquimediana, existen k1, k € IN" tales que a + ¢~ <

Xyx <b-— % Definimos k = max{ky, k» }, entonces

—+o0
xelatpb—cUlario-1],
n=1
lo que completa la demostracién. O

EJERCICIO 1.3. Demuestre que la dlgebra de Borel B(IR) es también gene-
rada por la familia de intervalos semi-abiertos {]a,b] : a,b € R, a < b}.

Demostracion. Se debe demostrar que
c({]a,b] :a,b € R, a <b})=B(R).

Seana,b € R tales que 2 < b, de manera andloga a la demostracién del ejer-
+o00

cicio anterior, tenemos que |a,b] = U }a, b+ % {, es decir, ]a,b] es la union
n=1

numerable de abiertos, por lo tanto ]a, b] € B(R). Asi

{]a,b] :a,b € R, a < b} C B(R),

por ende
c({]a,b] :a,b € R, a<b}) C B(R).
—+o0
Por otro lado, también se tiene que |a, b[ = U }a, b— H , es decir, |a, b[ es

n=1
la unién numerable de intervalos semi-abiertos abiertos, por lo tanto

la,bl € 0({]a,b] : a,b € R, a < b})

{Ja,b[:a,b e R, a <b} Co({]ab]:a,beR, a<b},
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de donde
oc({]a,b]:a,beR, a<b}) Co({]a,b]:a,beR, a<b}).
Por lo tanto, por la Proposicién 1.6, tenemos que
B(R) Co({]a,b]:a,b e R, a <b}),

lo que completa la demostracion. O

EJERCICIO 1.4. Demuestre que la dlgebra de Borel B(IR) es también gene-
rada por la familia de semi-rayos {]a, +oo[ : a € R}.
Demostracién. Sea a € IR, se tiene que ]a, +oo[ € B(R), por lo tanto,
{Ja,4oo[:a € R} C B(R),

luego
o({la, +oo[1a € R}) € B(R),

Por otro lado, sea b € R, con a < b, se tiene que
Ja, b] = la, +o0[ N (]b, +oo[)° € o' ({]a, +oo[ : a € R}),

de donde
{la,b] :a,b € R, a < b} Co({]a,+oo[:a €R}),

luego
c({]a,b] :a,b € R, a <b}) Co({la,+co]:a € R}),

finalmente, utilizando el ejercicio anterior, se tiene que
B(R) C o({]a, +co] : a € R}),

lo que completa la demostracién. O

EJERCICIO 1.5. Sean E un conjunto y (Ay), o Una sucesién de subcon-
juntos de E. Se define Ey = @ y paran € IN*,

n
En = U Akr Fn = An N En—l-
k=1
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Demuestre que (Ej;), .+ €S una sucesion creciente de conjuntos y que
(Fu) e+ €S una sucesion disjunta de conjuntos tales que

+o0 +oc0 +o0
U En = U Fn = U An.
n=1 n=1 n=1

Demostracién. Demostraremos que (E; ), - €S una sucesion creciente de con-
juntos, esto es, E;, C E, 41 paratodon € IN*. Sea n € IN*, se tiene que

n n n+1
E,=|J A C (U Ak) UApr = |J Ax = Eppa.
k=1 k=1 k=1

Ahora, demostremos que (F;), - €S una sucesién disjunta. Sean n,m €
IN* con n # m, probemos que F, N F;, = &. Por algebra de conjuntos tenemos
que

Fn N Pm = (An N Enfl) N (Am N Emfl) = (An N Am) ~N (En,1 U Emfl).

Como n # m, supongamos, sin perder generalidad, que n < m, entonces
E,_1 CEyu_q.Porlotanto E,_1 UE,_1 = E;;_1, asi

FuNFy=(AyNAn)~ Ep_1.

Por otro lado, como n < m — 1, tenemos que

n
Ay NAy C Ay C UAk:EngEm—ll
k=1

de lo que concluimos que (A, N Aw) \ E;—1 = &, es decir, que F, N Fy, = @.

Finalmente, notemos que para todo n € IN* tenemos A, C E, entonces
—+o0 —+o0
U 4. € U En
n=1 n=1

Ademads, si x € U:{i’i E, entonces x € E;;, para algtin m € IN*. Por el Principio
de Buen Orden, podemos elegir a m como el menor elemento de IN* tal que
x € Ey, esdecir x € E,,_1. Asi, se tiene que x € A, de donde
—+o00
x€Au~Ey1=F,C |JFu,

n=1
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por lo tanto
—+o0 +o00
U E: S U Eu.
n=1 n=1
Finalmente, tenemos que F; C A, para todo n € IN*¥, luego
“+o00 —+o0
UFEcU A
n=1 n=1
En resumen
+o00 +o00 400 +o00
Ua.c UE.CcUFE < U A
n=1 n=1 n=1 n=1

lo que completa la demostracién. O

EJERCICIO 1.6. Sean E un conjunto y (Ay), . Una sucesién de subcon-
juntos de E. Si A es el conjunto de todos los x € E que pertenecen a una
cantidad infinita de elementos de la sucesién (A;),p, demuestre que
A = limsup Ay.

Demostracién. Para x € E, definimos el conjunto Ny = {n € N : x € A}, se
tiene que
A = {x € E: Ny es infinito}.

+o00 —+o0
Sea x € A, demostraremos que x € ﬂ < U A, |. Por lo tanto, sea m € IN,
m=0 \n=m
como Ny es infinito, existe k € Ny tal que k > m. Asi x € Ay entonces x €
—+o0
U Ay. Como m era arbitrario, concluimos que
n=m

+o00 —+o0
xe ) <U An>.
m=0 \n=m

—+o0 +o00
Reciprocamente, supongamos que x € ﬂ ( U An>. Por reduccién al
m=0 \n=m
absurdo, supongamos que x ¢ A, es decir, supongamos que Ny es finito; asi,
existe m € IN tal que m > k para todo k € Ny, por lo tanto x ¢ A, para todo
—+00
n > m. Pero, por otro lado x € ﬂ Ay, de donde, existe n > m tal que x € Ay,

n=m
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lo cual es contradictorio. Por lo tanto x € A y concluimos que

A = limsup Aj. O

EJERCICIO 1.7. Sean E un conjunto y (A ), Una sucesion de subcon-
juntos de E. Si B es el conjunto de todos los x € E que pertenecen a todos
elementos de la sucesién (A;), . e€xcepto a un ntmero finito de ellos,
demuestre que B = liminf A,,.

Demostracién. Para x € E definimos My = {n € N : x ¢ A,}. Sea x € B,

entonces My es finito, por lo tanto, existe m € IN tal que m > k para todo
—+o0
k € M. Por lo tanto. x € A, paratodon > m 41, es decir, x € ﬂ Ay, por
n=m+1
lo tanto

+o00 —+o0
xe Y (ﬂ An>.
m=0 \n=m

—+o0 +o00

Por otro lado, sea x € U < ﬂ Ay |. Se tiene que existe my > 0 tal que
m=0 \n=m

para todo n > myg, x € Ay. Por reduccién al absurdo, supongamos que x ¢ B,

por lo tanto, My es infinito, asi, existe k € M, tal que k > my, lo cual es una
contradiccién, por lo tanto x € B. Asi, se tiene que

B = liminf A,,. O

EJERCICIO 1.8. Sean F un conjunto y (Ey), . Una sucesién creciente de
subconjuntos de F. Demuestre que

+o0
limsup E, = U E, = liminf E,,.
n=0
—+o0 “+o00
Demostracion. Llamemos E = U E,, demostraremos que U E, = E, para
n=0 n=m

todom € IN. Sea m € IN, se tiene que

—+o0 —+o0
UE. S |JE =E
n=m n=0
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—+o00
Ahora, six € E, existe k € IN tal que x € Ej. Sik > m, entonces x € U E,,
n=m
—+oo
sik < m se tiene que Ex C E;;, porlotantox € E, yasix € U E,. Con esto,
n=m
de la definicién de limite superior, tenemos que
+00 —+o0 +00
limsup E, = ﬂ < En> = ﬂ E=E.
m=1 \n=m m=1
—+o0
Demostremos ahora, que E;; = ﬂ Ey,.Seanm € Nyx € Ey, como la
n=m
sucesion es creciente se tiene que x € E; para todo n > m, es decir
—+00
xe€ () En
n=m
—+o00
Por otro lado, si x € ﬂ E, en particular x € E;;. De aqui tenemos
n=m
“+o00 —+oo “+o00
liminfE, = [ J < En> = En=E
m=1 \n=m m=1
como se querfa demostrar. O

EJERCICIO 1.9. Sean E un conjunto y (Fy),,cp Una sucesién decreciente de
subconjuntos de E. Demuestre que

—+o0
limsup F;, = ﬂ F, = liminf F,.
n=0
+o00 +o00
Demostracion. Llamemos F = ﬂ F.. Demostremos que F;; = U F,, para to-
n=0 n=m
—+o00
dom € N.Seanm € INy x € Fy, entonces se tiene x € U F,. Por otro lado, si
n=m

—+o0
X € U F,, entonces existe n > m tal que x € F,, como (Fn)ne]N es decreciente

n=m
se tiene que F;, C F;, luego x € F;,. De esto tenemos

—+o0 +o00 —+o0
limsup F, = ) <U F,,) = () Fu=F.
m=0

m=0 n=m
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—+00
Ahora probemos que para todo m € IN, tenemos que ﬂ F, = F.Seam €
n=m
N, se tiene que
+o00 +o00
F=FKC<() k&
n=0 n=m
—+o00
Reciprocamente, si x € ﬂ F,, entonces x € F, para todo n > m, por ser
n=m

(Fn),en decreciente tenemos

xeF,CF,1C---CFHChH,

—+o00
es decir x € F, paratodon > m,asix € ﬂ F,="T.
n=0
Con esto
—+o00 “+o00 —+oo
liminfF, = U <ﬂ Fn> = U F=F,
m=0 \n=m m=0
como se queria demostrar. O

EJERCICIO 1.10. Dé un ejemplo de un espacio medible (E,G) y una fun-
cién f: E — R que no sea G-medible, pero que las funciones |f| y f* sean
G-medibles

Demostracion. Tomemos
E={abc} 'y G={QE/{a},{bc}},

se tiene que (E,G) es un espacio medible. Definimos la funcién f : E — R
mediante f(a) = f(c) =1y f(b) = —1. Notemos que el conjunto

Ag={x €E: f(x) >0} = {a,c}

no pertenece a G, por lo tanto, f no es medible.

Sin embargo es claro que |f| y f2 son las funciones constantes 1, por lo que,
gracias a la Proposicién 1.8, |f| y f? son medibles. O

EJERCICIO 1.11. Sean (E, G) un espacio medibley fi, fo: E — R funciones
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G-medibles, demuestre que la funcién definida por

g(x) = sup{fi(x), f2(x)}
es G-medibles.

Demostracion. Notemos que sia, b € R, entonces se tiene que

sup{a, b} = W,
pues, sin perdida de generalidad, asumiendo a < b, se tiene que sup{a,b} = b,
ademas |a — b| = b —a, y por lo tanto

a+b+|la—b| a+b+b—a

7 5 = b = sup{a, b}.

De este modo, para x € E,

sup(fi(x), o)) = LLELD 20— )],

Asi la funcién definida por g(x) = sup{ f1(x), f2(x)} es medible pues, es com-
binacién lineal de funciones medibles. O

EJERCICIO 1.12. Si 4, b, ¢ son nimeros reales, sea mid(a, b, ¢) el “valor en
la mitad”. Demuestre que

mid(a, b, c) = inf{sup{a, b}, sup{a,c},sup{b,c}}.

Ademds, demuestre quessi (E, G) es un espacio medibley fi, fo, f3: E =+ R
son funciones G-medibles, entonces la funcién g definida por

g(x) = mid(f1(x), fa(x), f3(x)),

es G-medible.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, asumamos que a < b < ¢, asi tene-

mos que:
sup{a,b} = b, sup{a,c} =¢, y sup{b,c} =c.
Por lo que se tiene que

inf{sup{a, b}, sup{a,c},sup{b,c}} = inf{b,c,c} = b.
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Ademas, por nuestra suposicién inicial
mid(a, b,c) =b.
Por lo tanto,

inf{sup{a, b}, sup{a,c},sup{b,c}} = inf{b,c,c} = mid(a,b,c)

Ahora definimos las funciones g1, g2, g3 mediante:

81(x) =sup{fi(x), foa(x)},  &(x) = sup{fi(x), fa(x)}

83(x) = sup{f2(x), f3(x)}

Por la Proposiciéon 1.16, g1, g2, g3 son G-medibles y nuevamente por dicha pro-
posicién, g es medible, pues

8(x) = inf{g1(x), ga(x), g3(x)}. O

EJERCICIO 1.13. Sean (E, G) un espacio medible y f: E — R una funcién
G-medible. Demuestre que si M > 0, entonces el truncamiento f); definido

por
f(x), silf(x)| <M
fm(x) =<¢M, sif(x)>M
-M, sif(x)<-—-M
es G-medible.

Demostracion. Sea « € IR y tomemos el conjunto
Ay ={x € E: fp(x) > a}.

Sia > M, entonces Ay = @, el cual es un conjunto G-medible. Si a < —M,
entonces A, = E, el cual también es G-medible.

Ahora, si —M < a < M, tenemos que
Ay ={x€E: fm(x) >a}={x€E: f(x) >a},
pues para x € E, se tiene que

fmx) >a<= (f(x) >a V M>a V —-M>a)<= f(x)>a.
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De esta manera, A, también es un conjunto G-medible. Esto prueba que fy
es G-medible. O

EJERCICIO 1.14. Sean (E, G) un espacio medible, F un conjuntoy f: E —
F una funcién. Demuestre que H = f(G) es una o-algebra sobre F.

Demostracion. Se tiene que @y F son elementos de H, pues f1(Q) =@ € Gy
f~YF)=E€g.

Ahora, sea A € H, por lo tanto f~1(A) € G. Asi, se tiene que f~1(A) =
F1(A)¢ =€ G, es decir, A° € H.

Finalmente, sea (Aj,), o una sucesion de elementos de H, asi, f -1 (Ay) €
G para todo n € IN. Asi, como G es o-dlgebra, se tiene que

o0 —+o00
! <U A") =Uf A eg,
n=1 n=1
por ende U/ S, € H. Consecuentemente, # es una o-algebra sobre F. O
EJERCICIO 1.15. Sean (E, G) un espacio medible, F un conjuntoy f: E —

F una funcién. Sea C C P(F) tal que f~!(B) € G para todo B € C. De-
muestre que f~'(B) € G para todo B € ¢(C).

Demostracion. Definamos
H={BCF:f(B)ecg}.

Por el ejercicio anterior, se tiene que H es una c-adlgebra sobre F, ademads, por
hipétesis, se tiene que C C H, por lo tanto

o(C) CH,
es decir, f1(B) € G para todo B € ¢(C). O

EJERCICIO 1.16. Sean (E, G) un espacio medible y f: E — R una funcion.
Entonces f es G-medible si y solo si para todo & € R se cumple que

{x€E: f(x)<a} eg.
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Demostracion. Supongamos que f es G-medible. Sea « € IR, se tiene que

{xeE:f(x) <a} = f1(]-c0,a]),

ademds, como | —oo, & es un abierto de IR, se tiene que |—o0, & € B(RR), por lo
tanto,

{xeE:f(x) <a} = f1(|-o0a) €G.
Reciprocamente, supongamos que ara todo a € R se cumple que
{x€E:f(x) <a} = f(|—0,a) € .
Por otro lado, andlogamente al Ejercicio 1.4, se tiene que
B(R) = o({]—c0,a] : & € R}),
asi, por el ejercicio anterior, se tiene que f~!(B) € G para todo
Be o({]-o0,a[:a € R}) = B(R),

es decir, f es G-medible. O
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