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FASCÍCULO 1

FUNCIONES MEDIBLES

1.1. Resumen

1.1.1. Preliminares

DEFINICIÓN 1.1 (Imagen directa e inversa). Sean E y F conjuntos, f : E →

F una función, A ⊆ E y B ⊆ F. Se define la imagen directa de A bajo f por
el conjunto

f (A) = { f (x) ∈ F : x ∈ A}.

Y la imagen inversa de B bajo f por el conjunto

f−1(B) = {x ∈ E : f (x) ∈ B}.

PROPOSICIÓN 1.1. Sean E y F conjuntos y f : E → F una función. Se tiene que

f−1(F) = E, f−1(∅) = ∅, y f (∅) = ∅.

Además, si B ⊆ F, entonces f−1(Bc) = f−1(B)c.

PROPOSICIÓN 1.2. Sean E y F conjuntos, f : E → F una función, (An)n∈N
y

(Bn)n∈N
sucesiones de subconjuntos de E y de F, respectivamente. Se tiene

que

i) f−1
(

⋃

n∈N

Bn

)

=
⋃

n∈N

f−1(Bn);

ii) f−1
(

⋂

n∈N

Bn

)

=
⋂

n∈N

f−1(Bn);

iii) f

(

⋃

n∈N

An

)

=
⋃

n∈N

f (An); y

iv) f

(

⋂

n∈N

An

)

⊆
⋂

n∈N

f (An).

1
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DEFINICIÓN 1.2. Sean E y F conjuntos, f : E → F una función, C ⊆ P(E)

y D ⊆ P(F). Se definen las siguientes familias de conjuntos

f (C) = {B ⊆ B : f−1(B) ∈ C} y f−1(D) = { f−1(B) ⊆ E : B ∈ D}.

DEFINICIÓN 1.3 (Límite superior). Sea (An)n∈N
una sucesión de subcon-

juntos de un conjunto E, al conjunto

lı́m sup An =
+∞
⋂

m=0

(

+∞
⋃

n=m

An

)

se lo llama el límite superior de la sucesión (An)n∈N
.

DEFINICIÓN 1.4 (Límite inferior). Sea (An)n∈N
una sucesión de subcon-

juntos de un conjunto E, al conjunto

lı́m inf An =
+∞
⋃

m=0

(

+∞
⋂

n=m

An

)

se lo llama el límite inferior de la sucesión (An)n∈N
.

DEFINICIÓN 1.5 (Reales extendidos). Se define el conjunto de los números

reales extendidos por
R = R ∪ {+∞,−∞}.

Además, se extienden las operaciones de R de la siguiente manera, para
x ∈ R,

±∞ + (±∞) = x + (±∞) = (±∞) + x = ±∞,

(±∞)(±∞) = +∞, (∓∞)(±∞) = −∞,

x(±∞) = (±∞)x =















±∞ si x > 0,

0 si x = 0,

∓∞ si x < 0.

1.1.2. Espacios medibles
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DEFINICIÓN 1.6 (σ-álgebra). Sean E un conjunto no vacío y G ⊆ P(E)

una familia de conjuntos. Se dice que G es una σ-álgebra sobre E si cumple
que

i) E ∈ G y ∅ ∈ G;

ii) si A ∈ G, entonces el complemento de A, Ac = E r A ∈ G; y

iii) si (An)n∈N
es una sucesión de elementos de G, entonces

⋃

n∈N

An ∈ G.

DEFINICIÓN 1.7 (Espacio medible). Sea E un conjunto no vacío, si G es
una σ-álgebra sobre E, al par (E,G) se lo llama un espacio medible. Ade-
más, a los elementos de G se los llama conjuntos G-medibles; cuando no
exista ambigüedad en la σ-álgebra utilizada, a los elementos se los llama
simplemente conjuntos medibles.

PROPOSICIÓN 1.3. Sea (E,G) un espacio medible. Si (An)n∈N
es una sucesión

de elementos de G, entonces
+∞
⋂

n=1

An ∈ G.

DEFINICIÓN 1.8. Sea E un conjunto no vacío, entonces

• G = P(E) es llamada la σ-álgebra discreta; y

• G = {E,∅} es llamada la σ-álgebra trivial.

PROPOSICIÓN 1.4. Sea E un conjunto y sean G1 y G2 dos σ-álgebras sobre E.
Entonces G = G1 ∩ G2 es una σ-álgebra sobre E.

PROPOSICIÓN 1.5. Sea E un conjunto, si (Gn)n∈N
es una sucesión de σ-álgebras

sobre E. Entonces
+∞
⋂

n=1

Gn es una σ-álgebra sobre E.

DEFINICIÓN 1.9 (σ-álgebra generada). Sean E un conjunto y C ⊆ P(E),
con C 6= ∅. La σ-álgebra más pequeña que contiene a C , es decir, la inter-
sección de todas los σ-álgebras que contengan a C , es llamada la σ-álgebra

generada por C y se la nota por σ(C).
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DEFINICIÓN 1.10 (Álgebra de Borel). Sean (E, τ) un espacio topológico.
Se llama álgebra de Borel a σ(τ), notada por B(E, τ) o simplemente por
B(E) cuando no existe ambigüedad. A los elemento de B(E) se los llama
borelianos.

OBSERVACIÓN. Cuando se trabaje con el conjunto R, se utilizará su topología
usual dada por el valor absoluto.

PROPOSICIÓN 1.6. En el conjunto R, se tiene que B(R) es generada por los
intervalos abiertos acotados, es decir

B(R) = σ
(

{

]a, b[ ⊆ R : a, b ∈ R y a < b
}

)

.

DEFINICIÓN 1.11. En el conjunto R, se define el álgebra de Borel extendida

por

B(R) = B(R) ∪
{

A ∪ {+∞}, A ∪ {−∞}, A ∪ {+∞,−∞} : A ∈ B(R)
}

.

DEFINICIÓN 1.12. Sean (F,H) un espacio medible, E un conjunto y f : E →

F una función. El conjunto

σ( f ) = f−1(H) = { f−1(B) ⊆ F : B ∈ H},

es una σ-álgebra sobre E llamada la σ-álgebra generada por f .

PROPOSICIÓN 1.7. Sean E y F conjuntos, f : E → F una función y C ⊆ P(F).
Se tiene que

σ( f−1(C)) = f−1(σ(C)).

1.1.3. Funciones medibles

DEFINICIÓN 1.13 (Función medible). Sean (E,G) y (F,H) dos espacios
medibles y f : E → F una función. Se dice que f es (G,H)-medible (o sim-
plemente medible cuando no exista ambiguedad) si para todo A ∈ H se
tiene que f−1(A) ∈ G.

En el caso de que (F,H) = (R,B(R)) o (F,H) = (R,B(R)), se dirá
simplemente que f es H-medible.
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PROPOSICIÓN 1.8. Toda función constante entre dos espacios medibles es me-
dible.

PROPOSICIÓN 1.9. Sean (E,G) y (F,H) dos espacios medibles y f : E → F una
función. Se tiene que f es (G,H)-medible si y solo si

σ( f ) = f−1(H) ⊆ G.

TEOREMA 1.10. Sean (E,G) y (F,H) dos espacios medibles y f : E → F

una función y C ⊆ P(F) tal que σ(C) = H. Se tiene que (G,H)-medible si
y solo si para todo A ∈ C se tiene que f−1(A) ∈ G.

PROPOSICIÓN 1.11. Sea f : R → R una función. Se tiene que

i) si f es una función continua, entonces es B(R)-medible; y

ii) si f es una función monótona, entonces es B(R)-medible.

PROPOSICIÓN 1.12. Sean (E,G) un espacio medible y f : E → R una función.
Entonces f es G-medible si y solo si para todo α ∈ R se cumple que

{x ∈ E : f (x) < α} ∈ G.

PROPOSICIÓN 1.13. Sean (E,G) un espacio medible y f : E → R una función.
Se tiene que las siguientes proposiciones son equivalentes:

a) Para todo α ∈ R, el conjunto Aα = {x ∈ E : f (x) > α} pertenece a G.

b) Para todo α ∈ R, el conjunto Bα = {x ∈ E : f (x) ≤ α} pertenece a G.

c) Para todo α ∈ R, el conjunto Cα = {x ∈ E : f (x) ≥ α} pertenece a G.

d) Para todo α ∈ R, el conjunto Dα = {x ∈ E : f (x) < α} pertenece a G.

OBSERVACIÓN. Sea E un conjunto, f : E → R una función y α ∈ R. Se tienen
las siguientes notaciones

{ f < α} = {x ∈ E : f (x) < α}, { f > α} = {x ∈ E : f (x) > α},

{ f ≤ α} = {x ∈ E : f (x) ≤ α}, { f ≥ α} = {x ∈ E : f (x) ≥ α}.

PROPOSICIÓN 1.14. Sean (E,G) un espacio medible, f , g : E → R funciones
G-medibles y c ∈ R. Entonces las funciones

c f , f 2, f + g, f g y | f |
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son también G-medibles.

DEFINICIÓN 1.14. Sean E un conjunto y f : E → R una función. Defini-
mos la parte positiva y la parte negativa de f , notadas por f+ y f−, respecti-
vamente, como

f+(x) = sup{ f (x), 0} y f−(x) = sup{− f (x), 0}.

PROPOSICIÓN 1.15. Sean (E,G) un espacio medible y f : E → R un función.
Se tiene que

• f+ y f− son no negativas;

• f = f+ − f− y | f | = f+ + f−;

• f+ = 1
2 (| f |+ f ) y f− = 1

2 (| f | − f ); y

• f es G-medible si y solo si f+ y f− son G-medibles.

PROPOSICIÓN 1.16. Sean (E,G) un espacio medible y f1, f2 : E → R funciones
G-medibles, entonces las funciones

g1(x) = sup{ f1(x), f2(x)} y g2(x) = ı́nf{ f1(x), f2(x)}

son G-medibles.

1.1.4. Funciones con valores extendidos

DEFINICIÓN 1.15. Sea (E,G) un espacio medible, se define

M(E,G) = { f : E → R : f es G-medible}.

PROPOSICIÓN 1.17. Sean (E,G) un espacio medible y f : E → R una función.
Entonces f ∈ M(E,G) si y solo si para todo α ∈ R se cumple que

{x ∈ E : f (x) < α} ∈ G.

PROPOSICIÓN 1.18. Sean (E,G) un espacio medible y f ∈ M(E,G), entonces
los conjuntos

{x ∈ E : f (x) = +∞} =
∞
⋂

n=1

{x ∈ E : f (x) > n}
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y

{x ∈ E : f (x) = −∞} =

(

∞
⋃

n=1

{x ∈ E : f (x) > n}

)c

pertenecen a G.

PROPOSICIÓN 1.19. Sean (E,G) un espacio medible y f : E → R una función.
Se tiene entonces que f es (G,B(R))-medible si y solo si los conjuntos A y B,
definidos por:

A = {x ∈ E : f (x) = +∞} y B = {x ∈ E : f (x) = −∞},

pertenecen a G y la función de valores reales f1, definida como sigue:

f1(x) =







f (x), si x /∈ A ∪ B,

0, si x ∈ A ∪ B,

es (G,B(R))-medible.

DEFINICIÓN 1.16. Sean (E,G) un espacio medible y f , g ∈ M(E,G). Se
define el conjunto

F = {x ∈ E : f (x) = ±∞ y g(x) = ∓∞}

y la función

f + g : E −→ R

x 7−→ ( f + g)(x) =







f (x) + g(x) si x /∈ F,

0 si x ∈ F.

PROPOSICIÓN 1.20. Sean (E,G) un espacio medible y sea f ∈ M(E,G), enton-
ces las funciones

c f , f 2, f + g, | f |, f+ y f−

pertenecen a M(E,G).

PROPOSICIÓN 1.21. Sea ( fn)n∈N
una sucesión en M(E,G) y definamos las

funciones
f (x) = ı́nf fn(x), F(x) = sup fn(x),
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f ∗(x) = lı́m ı́nf fn(x), F∗(x) = lı́m sup fn(x).

Entonces f , F, f ∗, F∗ pertenecen a M(E,G)

PROPOSICIÓN 1.22. Sea ( fn)n∈N
una sucesión en M(E,G) que converge a f

puntualmente en todo E, entonces f es elemento de M(E,G).

DEFINICIÓN 1.17 (Función simple). Sean (E,G) y (F,H) espacios medi-
bles y f : E → F una función medible. Se dice que f es una función simple

si toma un número finito de valores, es decir, si f (E) es un conjunto finito.

DEFINICIÓN 1.18 (Función indicatriz). Sea E un conjuntos y A ⊆ E. A la
función

1A : E −→ R

x 7−→ 1A(x) =







1 si x ∈ A,

0 si x /∈ A,

se la llama la función indicatriz de A.

PROPOSICIÓN 1.23. Sean (E,G) un espacio medible y A ⊆ E. Se tiene que la
función 1A es G-medible si y solo si el conjunto A es G-medible.

PROPOSICIÓN 1.24. Sean (E,G) un espacio medible y f : E → K una función,
donde K representa a R, R o C. Se tiene que f es una función simple si y solo
si existen A1, A2, . . . , An ∈ G y a1, a2, . . . , an ∈ K tales que

f (x) =
n

∑
k=1

ak1Ak
(x)

para todo x ∈ E.

TEOREMA 1.25. Si f es una función no negativa en M(E,G), entonces
existe una sucesión (φn)n∈N

de funciones simples en M(E,G) tal que:

1. 0 ≤ φn(x) ≤ φn+1(x) para todo x ∈ E y n ∈ N; y

2. f (x) = lı́m φn(x) para todo x ∈ E.
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1.2. Ejercicios Resueltos

EJERCICIO 1.1. Sean a, b ∈ R tales que a < b. Demuestre que

[a, b] =
+∞
⋂

n=1

]

a − 1
n , b + 1

n

[

.

Demostración. Se tiene que [a, b] ⊆
]

a − 1
n , b + 1

n

[

, para todo n ∈ N∗, de este
modo

[a, b] ⊆
+∞
⋂

n=1

]

a − 1
n , b + 1

n

[

.

Ahora, para la inclusión contraria, procedemos por contrarrecíproco. Sea
x 6∈ [a, b], entonces x < a o x > b. Consideramos cada caso por separado:

• Si x < a, por la propiedad arquimediana, existe k ∈ N∗ tal que k >
1

a−x .

Por lo tanto, x < a − 1
k y por ende x 6∈

]

a − 1
k , b + 1

k

[

, de donde

x 6∈
+∞
⋂

n=1

]

a − 1
n , b + 1

n

[

.

• Si x > b, de manera similar al caso anterior, existe k ∈ N∗ tal que x 6∈
]

a − 1
k , b + 1

k

[

, por lo tanto

x 6∈
+∞
⋂

n=1

]

a − 1
n , b + 1

n

[

.

Así, se tiene que
+∞
⋂

n=1

]

a − 1
n , b + 1

n

[

⊆ [a, b];

y por lo tanto se cumple la igualdad.

EJERCICIO 1.2. Sean a, b ∈ R tales que a < b. Demuestre que

]a, b[ =
+∞
⋃

n=1

[

a + 1
n , b − 1

n

]

.



10 Funciones Medibles

Demostración. Se tiene que
[

a + 1
n , b − 1

n

]

⊆ ]a, b[, para todo n ∈ N∗, por lo
tanto

+∞
⋃

n=1

[

a + 1
n , b − 1

n

]

⊆ ]a, b[ .

Ahora, sea x ∈ ]a, b[, esto es a < x < b. De manera análoga al ejercicios
anterior, por la propiedad arquimediana, existen k1, k2 ∈ N

∗ tales que a+ 1
k1

<

x y x < b − 1
k2

. Definimos k = máx{k1, k2}, entonces

x ∈
[

a + 1
k , b − 1

k

]

⊆
+∞
⋃

n=1

[

a + 1
n , b − 1

n

]

,

lo que completa la demostración.

EJERCICIO 1.3. Demuestre que la álgebra de Borel B(R) es también gene-
rada por la familia de intervalos semi-abiertos {]a, b] : a, b ∈ R, a < b}.

Demostración. Se debe demostrar que

σ({]a, b] : a, b ∈ R, a < b}) = B(R).

Sean a, b ∈ R tales que a < b, de manera análoga a la demostración del ejer-

cicio anterior, tenemos que ]a, b] =
+∞
⋃

n=1

]

a, b + 1
n

[

, es decir, ]a, b] es la unión

numerable de abiertos, por lo tanto ]a, b] ∈ B(R). Así

{]a, b] : a, b ∈ R, a < b} ⊆ B(R),

por ende
σ({]a, b] : a, b ∈ R, a < b}) ⊆ B(R).

Por otro lado, también se tiene que ]a, b[ =
+∞
⋃

n=1

]

a, b − 1
n

]

, es decir, ]a, b[ es

la unión numerable de intervalos semi-abiertos abiertos, por lo tanto

]a, b[ ∈ σ({]a, b] : a, b ∈ R, a < b})

Así,
{]a, b[ : a, b ∈ R, a < b} ⊆ σ({]a, b] : a, b ∈ R, a < b},
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de donde

σ({]a, b[ : a, b ∈ R, a < b}) ⊆ σ({]a, b] : a, b ∈ R, a < b}).

Por lo tanto, por la Proposición 1.6, tenemos que

B(R) ⊆ σ({]a, b] : a, b ∈ R, a < b}),

lo que completa la demostración.

EJERCICIO 1.4. Demuestre que la álgebra de Borel B(R) es también gene-
rada por la familia de semi-rayos {]a,+∞[ : a ∈ R}.

Demostración. Sea a ∈ R, se tiene que ]a,+∞[ ∈ B(R), por lo tanto,

{]a,+∞[ : a ∈ R} ⊆ B(R),

luego
σ({]a,+∞[ : a ∈ R}) ⊆ B(R),

Por otro lado, sea b ∈ R, con a < b, se tiene que

]a, b] = ]a,+∞[ ∩ (]b,+∞[)c ∈ σ({]a,+∞[ : a ∈ R}),

de donde
{]a, b] : a, b ∈ R, a < b} ⊆ σ({]a,+∞[ : a ∈ R}),

luego
σ({]a, b] : a, b ∈ R, a < b}) ⊆ σ({]a,+∞[ : a ∈ R}),

finalmente, utilizando el ejercicio anterior, se tiene que

B(R) ⊆ σ({]a,+∞[ : a ∈ R}),

lo que completa la demostración.

EJERCICIO 1.5. Sean E un conjunto y (An)n∈N
una sucesión de subcon-

juntos de E. Se define E0 = ∅ y para n ∈ N∗,

En =
n
⋃

k=1

Ak, Fn = An r En−1.
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Demuestre que (En)n∈N∗ es una sucesión creciente de conjuntos y que
(Fn)n∈N∗ es una sucesión disjunta de conjuntos tales que

+∞
⋃

n=1

En =
+∞
⋃

n=1

Fn =
+∞
⋃

n=1

An.

Demostración. Demostraremos que (En)n∈N∗ es una sucesión creciente de con-
juntos, esto es, En ⊆ En+1 para todo n ∈ N∗. Sea n ∈ N∗, se tiene que

En =
n
⋃

k=1

Ak ⊆

(

n
⋃

k=1

Ak

)

∪ An+1 =
n+1
⋃

k=1

Ak = En+1.

Ahora, demostremos que (Fn)n∈N∗ es una sucesión disjunta. Sean n, m ∈

N∗ con n 6= m, probemos que Fn ∩ Fm = ∅. Por álgebra de conjuntos tenemos
que

Fn ∩ Fm = (An r En−1) ∩ (Am r Em−1) = (An ∩ Am)r (En−1 ∪ Em−1).

Como n 6= m, supongamos, sin perder generalidad, que n < m, entonces
En−1 ⊆ Em−1. Por lo tanto En−1 ∪ Em−1 = Em−1, así

Fn ∩ Fm = (An ∩ Am)r Em−1.

Por otro lado, como n ≤ m − 1, tenemos que

An ∩ Am ⊆ An ⊆
n
⋃

k=1

Ak = En ⊆ Em−1,

de lo que concluimos que (An ∩ Am)r Em−1 = ∅, es decir, que Fn ∩ Fm = ∅.

Finalmente, notemos que para todo n ∈ N
∗ tenemos An ⊆ En entonces

+∞
⋃

n=1

An ⊆
+∞
⋃

n=1

En.

Además, si x ∈
⋃+∞

n=1 En entonces x ∈ Em para algún m ∈ N∗. Por el Principio
de Buen Orden, podemos elegir a m como el menor elemento de N∗ tal que
x ∈ Em, es decir x 6∈ Em−1. Así, se tiene que x ∈ Am, de donde

x ∈ Am r Em−1 = Fm ⊆
+∞
⋃

n=1

Fn,
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por lo tanto
+∞
⋃

n=1

En ⊆
+∞
⋃

n=1

Fn.

Finalmente, tenemos que Fn ⊆ An para todo n ∈ N∗, luego

+∞
⋃

n=1

Fn ⊆
+∞
⋃

n=1

An.

En resumen
+∞
⋃

n=1

An ⊆
+∞
⋃

n=1

En ⊆
+∞
⋃

n=1

Fn ⊆
+∞
⋃

n=1

An,

lo que completa la demostración.

EJERCICIO 1.6. Sean E un conjunto y (An)n∈N
una sucesión de subcon-

juntos de E. Si A es el conjunto de todos los x ∈ E que pertenecen a una
cantidad infinita de elementos de la sucesión (An)n∈N

, demuestre que
A = lı́m sup An.

Demostración. Para x ∈ E, definimos el conjunto Nx = {n ∈ N : x ∈ An}, se
tiene que

A = {x ∈ E : Nx es infinito}.

Sea x ∈ A, demostraremos que x ∈
+∞
⋂

m=0

(

+∞
⋃

n=m

An

)

. Por lo tanto, sea m ∈ N,

como Nx es infinito, existe k ∈ Nx tal que k ≥ m. Así x ∈ Ak entonces x ∈
+∞
⋃

n=m

An. Como m era arbitrario, concluimos que

x ∈
+∞
⋂

m=0

(

+∞
⋃

n=m

An

)

.

Recíprocamente, supongamos que x ∈
+∞
⋂

m=0

(

+∞
⋃

n=m

An

)

. Por reducción al

absurdo, supongamos que x /∈ A, es decir, supongamos que Nx es finito; así,
existe m ∈ N tal que m ≥ k para todo k ∈ Nx, por lo tanto x /∈ An para todo

n ≥ m. Pero, por otro lado x ∈
+∞
⋂

n=m

An, de donde, existe n ≥ m tal que x ∈ An,
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lo cual es contradictorio. Por lo tanto x ∈ A y concluimos que

A = lı́m sup An.

EJERCICIO 1.7. Sean E un conjunto y (An)n∈N
una sucesión de subcon-

juntos de E. Si B es el conjunto de todos los x ∈ E que pertenecen a todos
elementos de la sucesión (An)n∈N

excepto a un número finito de ellos,
demuestre que B = lı́m inf An.

Demostración. Para x ∈ E definimos Mx = {n ∈ N : x /∈ An}. Sea x ∈ B,
entonces Mx es finito, por lo tanto, existe m ∈ N tal que m ≥ k para todo

k ∈ Mx. Por lo tanto. x ∈ An para todo n ≥ m + 1, es decir, x ∈
+∞
⋂

n=m+1

An, por

lo tanto

x ∈
+∞
⋃

m=0

(

+∞
⋂

n=m

An

)

.

Por otro lado, sea x ∈
+∞
⋃

m=0

(

+∞
⋂

n=m

An

)

. Se tiene que existe m0 ≥ 0 tal que

para todo n ≥ m0, x ∈ An. Por reducción al absurdo, supongamos que x /∈ B,
por lo tanto, Mx es infinito, así, existe k ∈ Mx tal que k ≥ m0, lo cual es una
contradicción, por lo tanto x ∈ B. Así, se tiene que

B = lı́m inf An.

EJERCICIO 1.8. Sean F un conjunto y (En)n∈N
una sucesión creciente de

subconjuntos de F. Demuestre que

lı́m sup En =
+∞
⋃

n=0

En = lı́m inf En.

Demostración. Llamemos E =
+∞
⋃

n=0

En, demostraremos que
+∞
⋃

n=m

En = E, para

todo m ∈ N. Sea m ∈ N, se tiene que

+∞
⋃

n=m

En ⊆
+∞
⋃

n=0

En = E.
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Ahora, si x ∈ E, existe k ∈ N tal que x ∈ Ek. Si k ≥ m, entonces x ∈
+∞
⋃

n=m

En,

si k < m se tiene que Ek ⊆ Em, por lo tanto x ∈ Em y así x ∈
+∞
⋃

n=m

En. Con esto,

de la definición de límite superior, tenemos que

lı́m sup En =
+∞
⋂

m=1

(

+∞
⋃

n=m

En

)

=
+∞
⋂

m=1

E = E.

Demostremos ahora, que Em =
+∞
⋂

n=m

En. Sean m ∈ N y x ∈ Em, como la

sucesión es creciente se tiene que x ∈ En para todo n ≥ m, es decir

x ∈
+∞
⋂

n=m

En.

Por otro lado, si x ∈
+∞
⋂

n=m

En en particular x ∈ Em. De aquí tenemos

lı́m inf En =
+∞
⋃

m=1

(

+∞
⋂

n=m

En

)

=
+∞
⋃

m=1

Em = E,

como se quería demostrar.

EJERCICIO 1.9. Sean E un conjunto y (Fn)n∈N
una sucesión decreciente de

subconjuntos de E. Demuestre que

lı́m sup Fn =
+∞
⋂

n=0

Fn = lı́m inf Fn.

Demostración. Llamemos F =
+∞
⋂

n=0

Fn. Demostremos que Fm =
+∞
⋃

n=m

Fn, para to-

do m ∈ N. Sean m ∈ N y x ∈ Fm, entonces se tiene x ∈
+∞
⋃

n=m

Fn. Por otro lado, si

x ∈
+∞
⋃

n=m

Fn, entonces existe n ≥ m tal que x ∈ Fn, como (Fn)n∈N
es decreciente

se tiene que Fn ⊆ Fm, luego x ∈ Fm. De esto tenemos

lı́m sup Fn =
+∞
⋂

m=0

(

+∞
⋃

n=m

Fn

)

=
+∞
⋂

m=0

Fm = F.
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Ahora probemos que para todo m ∈ N, tenemos que
+∞
⋂

n=m

Fn = F. Sea m ∈

N, se tiene que

F =
+∞
⋂

n=0

Fn ⊆
+∞
⋂

n=m

Fn

Recíprocamente, si x ∈
+∞
⋂

n=m

Fn, entonces x ∈ Fn para todo n ≥ m, por ser

(Fn)n∈N
decreciente tenemos

x ∈ Fm ⊆ Fm−1 ⊆ · · · ⊆ F1 ⊆ F0,

es decir x ∈ Fn para todo n > m, así x ∈
+∞
⋂

n=0

Fn = F.

Con esto

lı́m inf Fn =
+∞
⋃

m=0

(

+∞
⋂

n=m

Fn

)

=
+∞
⋃

m=0

F = F,

como se queria demostrar.

EJERCICIO 1.10. Dé un ejemplo de un espacio medible (E,G) y una fun-
ción f : E → R que no sea G-medible, pero que las funciones | f | y f 2 sean
G-medibles

Demostración. Tomemos

E = {a, b, c} y G = {∅, E, {a}, {b, c}},

se tiene que (E,G) es un espacio medible. Definimos la función f : E → R

mediante f (a) = f (c) = 1 y f (b) = −1. Notemos que el conjunto

A0 = {x ∈ E : f (x) > 0} = {a, c}

no pertenece a G, por lo tanto, f no es medible.

Sin embargo es claro que | f | y f 2 son las funciones constantes 1, por lo que,
gracias a la Proposición 1.8, | f | y f 2 son medibles.

EJERCICIO 1.11. Sean (E,G) un espacio medible y f1, f2 : E → R funciones
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G-medibles, demuestre que la función definida por

g(x) = sup{ f1(x), f2(x)}

es G-medibles.

Demostración. Notemos que si a, b ∈ R, entonces se tiene que

sup{a, b} =
a + b + |a − b|

2
,

pues, sin perdida de generalidad, asumiendo a ≤ b, se tiene que sup{a, b} = b,
además |a − b| = b − a, y por lo tanto

a + b + |a − b|

2
=

a + b + b − a

2
= b = sup{a, b}.

De este modo, para x ∈ E,

sup{ f1(x), f2(x)} =
f1(x) + f2(x) + | f1(x)− f2(x)|

2
.

Así la función definida por g(x) = sup{ f1(x), f2(x)} es medible pues, es com-
binación lineal de funciones medibles.

EJERCICIO 1.12. Si a, b, c son números reales, sea mid(a, b, c) el “valor en
la mitad”. Demuestre que

mid(a, b, c) = ı́nf{sup{a, b}, sup{a, c}, sup{b, c}}.

Además, demuestre que si (E,G) es un espacio medible y f1, f2, f3 : E → R

son funciones G-medibles, entonces la función g definida por

g(x) = mid( f1(x), f2(x), f3(x)),

es G-medible.

Demostración. Sin pérdida de generalidad, asumamos que a ≤ b ≤ c, así tene-
mos que:

sup{a, b} = b, sup{a, c} = c, y sup{b, c} = c.

Por lo que se tiene que

ı́nf{sup{a, b}, sup{a, c}, sup{b, c}} = ı́nf{b, c, c} = b.
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Además, por nuestra suposición inicial

mid(a, b, c) = b.

Por lo tanto,

ı́nf{sup{a, b}, sup{a, c}, sup{b, c}} = ı́nf{b, c, c} = mid(a, b, c)

Ahora definimos las funciones g1, g2, g3 mediante:

g1(x) = sup{ f1(x), f2(x)}, g2(x) = sup{ f1(x), f3(x)}

y
g3(x) = sup{ f2(x), f3(x)}

Por la Proposición 1.16, g1, g2, g3 son G-medibles y nuevamente por dicha pro-
posición, g es medible, pues

g(x) = ı́nf{g1(x), g2(x), g3(x)}.

EJERCICIO 1.13. Sean (E,G) un espacio medible y f : E → R una función
G-medible. Demuestre que si M > 0, entonces el truncamiento fM definido
por

fM(x) =















f (x), si | f (x)| ≤ M

M, si f (x) > M

−M, si f (x) < −M

es G-medible.

Demostración. Sea α ∈ R y tomemos el conjunto

Aα = {x ∈ E : fM(x) > α}.

Si α ≥ M, entonces Aα = ∅, el cual es un conjunto G-medible. Si α < −M,
entonces Aα = E, el cual también es G-medible.

Ahora, si −M ≤ α < M, tenemos que

Aα = {x ∈ E : fM(x) > α} = {x ∈ E : f (x) > α},

pues para x ∈ E, se tiene que

fM(x) > α ⇐⇒ ( f (x) > α ∨ M > α ∨ −M > α) ⇐⇒ f (x) > α.
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De esta manera, Aα también es un conjunto G-medible. Esto prueba que fM

es G-medible.

EJERCICIO 1.14. Sean (E,G) un espacio medible, F un conjunto y f : E →

F una función. Demuestre que H = f (G) es una σ-álgebra sobre F.

Demostración. Se tiene que ∅ y F son elementos de H, pues f−1(∅) = ∅ ∈ G y
f−1(F) = E ∈ G.

Ahora, sea A ∈ H, por lo tanto f−1(A) ∈ G. Así, se tiene que f−1(Ac) =

f−1(A)c =∈ G, es decir, Ac ∈ H.

Finalmente, sea (An)n∈N
una sucesión de elementos de H, así, f−1(An) ∈

G para todo n ∈ N. Así, como G es σ-álgebra, se tiene que

f−1

(

+∞
⋃

n=1

An

)

=
+∞
⋃

n=1

f−1(An) ∈ G,

por ende
⋃+∞

n=1 Sn ∈ H. Consecuentemente, H es una σ-álgebra sobre F.

EJERCICIO 1.15. Sean (E,G) un espacio medible, F un conjunto y f : E →

F una función. Sea C ⊆ P(F) tal que f−1(B) ∈ G para todo B ∈ C . De-
muestre que f−1(B) ∈ G para todo B ∈ σ(C).

Demostración. Definamos

H = {B ⊆ F : f−1(B) ∈ G}.

Por el ejercicio anterior, se tiene que H es una σ-álgebra sobre F, además, por
hipótesis, se tiene que C ⊆ H, por lo tanto

σ(C) ⊆ H,

es decir, f−1(B) ∈ G para todo B ∈ σ(C).

EJERCICIO 1.16. Sean (E,G) un espacio medible y f : E → R una función.
Entonces f es G-medible si y solo si para todo α ∈ R se cumple que

{x ∈ E : f (x) < α} ∈ G.
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Demostración. Supongamos que f es G-medible. Sea α ∈ R, se tiene que

{x ∈ E : f (x) < α} = f−1(]−∞, α[),

además, como ]−∞, α[ es un abierto de R, se tiene que ]−∞, α[ ∈ B(R), por lo
tanto,

{x ∈ E : f (x) < α} = f−1(]−∞, α[) ∈ G.

Recíprocamente, supongamos que ara todo α ∈ R se cumple que

{x ∈ E : f (x) < α} = f−1(]−∞, α[) ∈ G.

Por otro lado, análogamente al Ejercicio 1.4, se tiene que

B(R) = σ({]−∞, α[ : α ∈ R}),

así, por el ejercicio anterior, se tiene que f−1(B) ∈ G para todo

B ∈ σ({]−∞, α[ : α ∈ R}) = B(R),

es decir, f es G-medible.
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