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Con

L Recordande: Una varicble  aleatoria X €R" ey vna n-Yuola de valures reales (X, , % &)
agignade a la solids de un expoimiento

F\')Qn&o x ERN la prc\oub;\rdoc\ '\)(5\(&%) de pe el evente %)Q.ﬁX,,. ,{(\né%\ ca

PlRen-| " My R dRdR AR

- - O

®

i

- o

donde 7‘()‘2)‘&5 le densidad e pmbab,lo‘Jad Jo Xerh



F(R, ) 20 Jou F(R Fa) dR =1
Una formea de apfmrmf el valy medio @ ufam/«; N mueibras int

Prc‘ooba‘\?dud luur K y co c,dm Su P:Orﬂéo’o

o= 7‘fmuwz~u)

=

JGpem/ienf?J X, X ER" Con

. L83 de los | randei numee, =
Con prcb&b}\‘\'dad t , Sabemas Qe J[m — UF)  cvande N teo

G Ent®) = U(F) - Tuld) estd clada por (e varianza

o (Tnlh)) o VUIv) - B> = == VW
'fla{l;&, { Ae {e\orerc de 2022
Li'\%*Emus de ecvaciones gH'e."cnu‘ulr:%J ordinariag (GDCS)

~ Ec,uucic.n ({ileren(jal OrC!l'nClrt'Q- :
SETG I 4

dt
C\,’por estvdiar estos ewaciones 2
Lv Hcde amiento de sistemos dindmices
¥ Ep\c.temologlws * Qobdh‘ca

S Iermedmumnw
% Dinamico Pc!o\oocnol

El pro\o\en\a de Cuw,\-\_\j (Problema de valor inidd])

— EDO cde orden
— Preblema:  Sea y: LT —= W

dud) - £ e Y EeT
dt
= /c\:&({) =/ At yb) dt fé’ genesa  vna f&mi/m de solociones
d+ b
T

El plOHemg de Qowc\nj escege uvno de estas pos&b‘& soluciones 'Iirj‘anc(c un a
condidgon inidal

»Drob(ema de CCLUC)":)

ds® - f(4, ¥tex
() i s F(£, 4%
SU"O\-‘RO

donde T es un interucle en e, fiIxm—+R & una ﬁnu'm"r C(ac’a, 4 @ un
ponte de T y Yo e un valor dade en to llamade DATo TaTTAL.

Ewais\'endcl Y uniddaé c\e \Q 5o(uc£o/n

Teotema. Sea una funuon/(%,‘_\,) +al 'q;.[;f
2, ® f sen wenhnua reipecto a (og le'ﬂ Gryumentos
5 ® Lipechit2z continua con réspects a Sé?‘qcn(,(o Qrgume rito



() - F(1,92)] £ LVW-321 PEET, Yy ,mem

Solecion analitica :
L Selo se poede obtener para dertos problemas simples ( relabvamente)
U En OS50S IT‘.(:‘LS compiﬁj%, +enemc‘5 scludones qw sole eﬁ’a;} Cl!]pt?ﬁ”o[&j dc? maneése,
mplicita.
Lol = M- F
dt 4+&
cuya salucron-  sohstace lex siguiente 'refauo:‘-
JZ ln (B v %) 4+ arctan (8(¢) = ¢

T
En ohves caseos , WO = et

aernes .

. / 7
Su 50(ch0¢? Se expresa a /‘Yu,ce.i c@ wia reladon en

L pongd o F : ; rd
°o Cs pecesaria vna Qprommauon numerica 64: /a dJolvcion

Es+ru¥egiu nUmerict.
= Subdividir el inteuvalo T = T4e. T\ con T <+ en N interulos Je tamaro
h T-to
Nh

> Ah Se Lo Coneee temoe Poso Cfe c‘it‘sve%’éoaor’\

- Para cada nedo 4n L 02 aNh.) buscames un valee Un Qe &1 vnc gproxinm-
/ 4 7
den lexacte) de lCL solucion Na = \_&(‘tn)

=P Sol.ucic‘n es el wriun*o %Uo. U, ., Un ;l

N A ()
f " {
A
N E |
L i i, T .
-ENh-I

Aetodos Eoler

) Forward Eyler LExp’meo)

da) _ f(l,:\)

dd ,

Aprox)mando ‘0 AenquQ wvsande C‘i{’erencjc.\ /mn‘w hasia ac@/anfe
M (o) = U (En) = fldn, dw)

h
T A VI N EN'S 16 1) I oz (2
Netando  dinn = Llnn), fo = F (Ln, UEn), entonces () JSe pue(.’e esui bir _
sigu'\en’re manea A, ()
Moy = Mn + hfn

o
Ese cileole e cedlina para coda nodo tn, n= L Nae

@



() Backward Euler (fmp(fu fv).
ﬂﬂ#l :-’j[n + h ’[ﬂr’

Cen 774”" = J[( én}vl, Ur{{nﬂ)) ] ' 7
9 Uon) = dns) - I'P/',,H—,l{;n —> 9(},{,,,.,).-:,(_)

@ He’mdo (Ee\ l'rqpoc_‘.o ( Cfanu-(\iicolson)

ﬂnH :/l/ﬂ ¥ _’_’L Z,—J[n ‘f'-/'vnf-:j (&')
tort Z
ba+ tnH
fﬁi‘(@dt =/ flz s@) & =>/ FZ 9@ dT = 3B =3l & o T+l
‘ba e o =

KS Aory ~din = h [J-n +1tn4-—l_.]

T =
@ Uetodo do Heun (expliite) .
Atntt = iy BT hy 4 (s, i + b f)] (e)

Erbes melodas Se onocer come meéfudas a v Lo
HG(I:ES, e de (:ekrerc de 2022,

i -
Detinicon - Hetodo &onuer&enfe-

Un mefode  que cesueloe la_ecoacioh de Cawchy e convegente . si
_ = Qpeprsy Doy | Sn- tin| = clh)
donde C{h) ey un inhateumal de. h (paso.de disvetizacondws deci,
oy h—» . eptonies (h) — <&
Clk) = O(he) pora P20 Loﬂue,rﬁe con erclen P

7+ T , ™ v i - —
Yara e| mehdo de  evler rf‘xpl,ufo, para Jerifcar Qe converge sobemos que
en = Un-Un = \_\,rr._-_:_g.i\* 4+ Ut —Un

c;\cm'..ie A _ [
Ur\‘ = jn--\ +"‘ 4’(%}\—\.3!‘-»)

= _ ‘
6\/' jn - Ut ereer e J4€ !](\,'cc,(u,-,@
en una 3ole itecdoh
asemiende qe no se

) ]
%’Gﬂé Crros p qeulo

.~ & i
> (B tia ~Un  erry i’ propagacion

Pora e un metodo  Sea Qni‘u@rjerjr?l & 0ecesano Qe tanto A oo B Head,
a wo a wmedida e h hende o cero ’

Eoler explicito R PG RAT NI Yoo
\Sn“"un‘ = Ya-Yna-h ¢ (a1, Ya-1)
= \\g"gkjc‘.\_d_h{-(%n-\,ﬂn-l)
h(8+9lka-)) = 49 (don) =
dt

h (hi 3“(%,,)) wn & € H‘n-l."?n)
& wi)

(LY



Dehnidon: Evror loal de heacaciob.
Mn - L[r;‘ - fnUr!) : pa;-{kéuf_gx_—;ii{h}: ]r\ 3“(5)

E reor _Hlo‘ola\ de Touncacion

Z(hY = mde 1 Talh)]
n=90,.., Nh
Tara Eoler explicike, "
Clh)= Hh con H=max [ 94|
z 16 [l 1]

(DQ{ lﬁ {‘Gﬂh)\ Helie] EU]("‘ Z_(.l'\)—.—bO a mgﬂ(‘,qu Qe )‘]—-o(}

/ ) . .
'De.{nnidon Un méfode para el cal Z(h) =0 cvande h—0 e KO conoee como
metodo consistencic

AhOm, pata @ ar?a{i%ando [a wnuer(jéﬁc:.‘a a@j méfac/o J@ E'a/e/ ex/:'/:‘oﬁv
i = Un S t h?‘,v('énvi, 'dn-!) - Mpy + hf(ili,. Wby -1 )

€n .t l’l[ Fltna, %01 ) - £ (ta- : Zl.nch

f\?n*[ + h l IL({WM‘ ‘a’r—t)— fl({'ﬂ-\, Un- )l

(Enl Fhi | Yna = Un]

(\‘ + }\L) ,e:\-i F

IN I B (g

Sen @ =46 - Uo =0 lenemes Qe  La el

]@n| = | Yo —ta¥ ¢ Z.’n*—-?(,,’
£ \,\An-—ﬂnk."\' \./u”*"}-ln'
< W] + (1+hD) e
$WATolh) |+ AR Yaa = Uods + Mres - Ao
g }‘lZnU\H 4 U’r\ﬂ,”_hl fn-e(.h”’r (1+1h) l&q-z‘]
ShiZW)] + RO K 1ZdW T F (1D Ea-)])
£ (1 (eht) & (ehD s Fp (1400™) b Z0h)

Z () =L ey -1

hi
(1+ht) = eh
Al P—
AR 1 r e B -1 gth)
L =
ttt—to) , ‘ ‘
}e“{ g & - u . bi n- O‘,..A‘Nk
I 2

= Por (o ook, & mébodo de edle expliito convege con orcen [

L.uneg, 14 de ‘Fe!)fe,ro de. RZCkira

?(e,Lcdoé Gun p&asg _ o |
Son metodes '5%1.(:‘ §& pue den exwibic oce o

i{j u."en{‘f fiﬁf’mi‘f

Moo = Un+ h @ { 1n, tn, 1/‘,,; h) ff oen 2Ny,
s i G [z hiioh © $o o wnoce como  fncion ce invemento. Ma: 4ita) @



o Eole explicite: @ (tn, Un fn, )= 4 (£n, ln)
‘“"J*e}gqfﬁ A 7@7(7‘63911'!, 1[3 s WY ="l T -I'n_*' F i, Min + hin)]

Cero eshbi Iidqd.

rl)e‘h"“ﬁog\'- Un método (O pora cesolver el problema de Courhy e cec edeble
(Bho>o)(3cvo) @ ¥he(ohd |, [Ba-thl & G
on @ £ 0 < Nha
Deonde (e yna constante Qe Puecle dependes del intercale I deimteoro
cer A Zn e’ la  solocien al .Si\t]uien‘!‘c’ prcblema per{wba.c’io
(Z) Znel = Zn + h[@(tn, %r\,‘)(:h v h)+ Snsr)
%O = Sed Sc
,Recorclcmclo el Problemo ain P(’J'l'Ui‘bCJ
(3) Uner = dn +h @ Es, llo, 40 ) )

: Ao = \.'io
Asomiendo Qe lg"-\ <&, con bepssg,
,r-’ == “_ ~ ’ >' %'Hv‘ \\|
| s lla L ,‘ : . HMney /’
L \1;_//() //
\\ o - | S——
N 1 | ) . 3
Teoremal Considee ~ on  metode o un paso () para b isoliostes el probleme

de Cauvcy. Ascmiende g la funcidn de incemente @ e [ipschite
continua.  con (‘G,SP@C*O a @ :\.eguncla _Uun‘qu , con constante 7\ inde-
pendiente de W de los nodos 1) [to, ketT1 e clecir
(The>e) (2 Ase)(¥he 1o hon
| & (¥, tta, £ (e, fin); B = D(bn, 20, Hdn, 20); h| < Alth-2al |, + ecoc o
Evdonces €l mébodo (1) es cero- estable

Bemos{“rao‘m'n:
Ft'l‘emos W = - My restando (V) de (@), tenemos que
()\J_j‘l—l = %J"-l “':u’l+| ' R
=g 4+ WY,z flg) k)t &) oV ML R LY
) | L Wik = Wy Fh QW 2 He 20k - (G, £ 0 ) h) + Sk
Jumando  s0bDre ‘A:r:c:'_'n-« -
Wn = Wo +W1 G+ h 3 [ B2 405,20, 0) - @l by, HE, 0y 1]
A-o =0
TOTY\C(\"(';O (i\ UQ(Ot Q,B:,voi\,ui*c en ﬁrn‘t:@: “Qc:-OL
\(—'Df\l £ \\LDOi +h—2—‘_:\——; ( E)JHI 4 }\?—’J';'-o \fQL'eJ.!%J"1({&1';2_1))'}\)’i(%_j-}uj. ]{(ﬁj{))/b)l
A\.‘Oﬂh Usanc{;o (0\ L{PSC\"'\L? COniﬂ ﬂu‘icgbﬂi oe ?!Gﬂj_‘l.frfc,kc.ai! de invemento

| Wnl 2 lwel ¢ hflléjw - WA L2y M)
J=o i=> :

':_\UOoH-"\ ‘i:-\\lvsj'ﬂl+ h/\i—‘\ U‘)J‘
Jd=e 4=

Lema de Gl Ds%deb_ ,

Sea (kn)y una Sucesion nNo negc..’ﬁua

y ¥n ona seesiop tal e

Ye < o s ":‘\
‘ Yh 9+ 2 st 2B, nz|
@ 8 s=o S=o



Si o3 O - PrRO, Entoncds . FRZL . Tenemas

tn < (et 2 fc) exp

=2

?rj‘ki) bfn,;{

$=0

- lovkinvando  con lo demostracipn - _
Dplicando el lema de Gronwall diswete a (4) teremer  que
lwnl £ U+hn)ge™ l¢n < Nh
=> lwal 2 [(UrT)e™) & L4

—~

Teotema. de equivalenait. ([OJ- Ritchmyer)
'S Tedo me{@c\o consiste. . e) wnu(rgeo&z Siy- ool siescero=estble

Teorema: Bajo los  mismos h.poxLeots de Teorema ! 3ze Liene que
|Ma-din | £ (18 ~dol +nhT(h)) @™ lens
5\ uc,Lemcw el mel’odo (SAY conmaﬁ;n*e 9 | %o~ »Llol — 0 o MQc(lcla «;.Qh-o

EY\('UY\CQA el G}UA‘O e q,cﬂu@;jeﬂ]te_ IEW lEaJ)
Demoshoci e«
Vames o Yomar =3 - Ay Yomande \OA iker aciones C‘O”&P"’mh‘em#el
e J +h@_ (% ,qu ZSWRLY
Jin =Y h@(%J, it H ng W)+ b T ()
wy, - \_\J;. = Mjs
=i)+'h@fg,3t -}(é %)) +\nf+\(\n)
- A= b @ (8, £ uﬂ,\n\

I

ij[@(fg., i) W) - 8 U,y k) 1))

¢

~Umar Cohre A=90, ..., n=)

Wi = woﬁxj\q(wm\L}jL(@(% G, Hg k) = B, A )0

=0
Tomames el ua(m— ab o\ to en Om-bo‘ i’w‘o_. Gph(am@c \_0 C{@S?&UCA\ClO{{ {‘rian(gu(cr
[wal € \wol +h 57 | Zilh HHT\M¢WLHENNM—@%%pHﬁ%LM)
) J=0
Usando lc, L(pwc}\H continuided c\e 4 %enemou“qu@
Lo ‘“—“\“\2 bR AT bl [ ena dh

Acttonde  Tlh) = W.‘D“‘ | Tyl \r\”

3 ki

Twel € lwol + W Zh Z(h + T halwyl
J=0 =0
AP\iCQh&O \U ée.‘,?qun_lckc.cl» ’L\O Grrnwu“
N ha
lwnl £ (\wow- ‘rm“((h)) e g

No tode metedo corsistente e mnuefaemle

Man‘;eé 15 de Febrero de oez.

Fotobilided cbsolsta.
Fotobilidad scbe ‘atervalos no acotados

ST =Tk, T =2 Oar{ﬂo\on do Nh 50\0”\4'9051“
Los iatevales Nh—> o a medida ge h— e @




2 4

AQue posa si inteqramos scbhre on infervale Moy grapde T —> tco. !
En este caso induse si b esha H]’o, Nih — +co

G_LH"'{"") -1 U h < 4w I[lu cote se woelve friviall
L = |
?O( ejemp‘O, anulic.emos Qi mé{'odo de E—L_[QJ. exp(fd"u scbre on ‘nn{'erualc muy 8rcmde.
Pora esto, uhlizaremes el siguiente problema medele
(‘)- NUE) = A SLt) EE(_O;{"QO)
Y(o)=1

| Yn ~Un | &

donde A€
13} prc\olema () Hene vna scluddn exacke Y@ = et Sabeme Qe Y(#)—2» O a
medida Qe t e

Por lo tanto, c«pl.‘umc\o el mehodo de Euler explivik ol problema (1), tenemcy
U = o+ h"l(_t’\:,ﬂo) = flo+ hﬂZlg
Hi = (14 hA) Ue
Mo = Aot hf (2 ) = (1402 () = (JHh2) Tl = (LERDV®

(D) dlow = (Rram)™"

Yacg (e (Y= o, ed (#2AW)"=2din — 0, on n—T+co, se debe wmp/tr qLe
L+ ha| <!
~-l< 1+ ha <
=2 £ Wae D
=7 h < 2/(A} 3ar‘an#%q G Ml — O©

En oo cane, &0 hy 27120 sabemos we  dln —> g,
Métedos condicienalmente, absolotamente  estelbles J
Una cenclosion  similar se prede cbtene 51 A€l wn porte ceal negahua &

t

A, Si fomames  cfres  metpdos
Eule implicite.
Unp = M + L\Q.HI'\H
Moo= Ao + had,
j[,:( N, n»o
{-h2 )

i)\ecquan;lo e h>o‘, sy H“'\A'>ﬁ, por lo Fanf-o, cemo RO g A0,
ertortes Mn —> O Siempre

Helodes tncondiinnalmenke obsolotamente estables

C(anlL - Nicholscn p— =
HMnev = dlos o Uta+ fan |
A &

ntl

¥

1nCo l\!;\i Uonal mer‘fe esteble
'p\e&l‘ch de es*u\;d\:ﬂa& abselka.

ffq\TOmemos el Prc“b[er\“.u () son AEC on PO‘{'E‘ {e‘:‘l neﬂ&*“’“‘
—



dagbemos la soluaen FBI=E€7° Hente a O, ©— T
i ,
Llarhan‘an\os oMo \o AT&ior) DE ESTABWLICAD ABSOLUTA A de un me h)cao NUMenc

f.\\ CJO“:BUTT}'U Cl(‘l n‘-,)m-f:’J‘O.S (.C‘mpt%ivo_’s ’L“;"\}\ para ‘:05 (_,-Joi@_s d méjf‘DCIO 2A a_bﬁotdﬁfzmerf“f__

(ce hU(:‘{.ﬂﬁ!"fl) estoble.

Eoles exp\fdl'o _ ,
Su A et dodo por Jcoct-a_‘s ko.x hae € +al @e ij:'\[q((-l

IMLA"F
1':/- . s el D)
- X = // y /’
\/_//"’
Eole implitito.
A et dado pir Im[_:_)/ | o "
i !,/,—— ~ —
s DO = e
: — ‘.
i} | el
¥ § >
== :1\ A Nl _—
™ _.«'}'\‘i A
i//"’
e GmmL- Nicholsen };ml?\)
—3 RelA)

Lones, 2| de “:ebre(o de Loz

,PCLS s Mo | I’\‘p\e:&.
?

A ldmo ecbtener un mayer orden de conveenca’
4 CA

l'lél:t::cﬁc;; Q. pascs m&'leeg . '
Los metodos parc rescloe el pro\olemu c’e Cauch_\j de poedes mélh‘p(ea se Pueden

eseibic como Sl'au\en*e tamilic
0 i e
- Ay = ZE, Q) Ma—j + h?:ob,l fn-y +hb, ’E"H. e ) ¥ ¥of T (1)
b n

donde ach 4 Yol son conshantes e lehinen al mébedo, pro y prt doncte el

numesc  de pusos
*P=0 (¢



Moy = Qo pn + )'lbué, +b_h ‘/,.,H

Oc=), be=1, b =0 EULER EPLIQTO
Padddotd, 53 hodbe b stew 13l wan Ade oo lalmos seombs sh_ eles
Mna = Go Un ¢ Qi + R ( [)Ol[‘n *‘Ln‘pn—u) t M:—. im-.
Mo =%
U = é? Usor me’fuaq Q un pasc

u& = oy + QMo

Ahom. ona henumaemtn pora analizar astos metedes o posas m(;ih‘p(ns. & el PRIHER POLInCHO
cAaRACTERISTICO @el me hedo.

i :
s )eof” 4 2, g 473 (2)
:j:\'_;
(_lQ donc!e. nokaremos o SUS (aiced  Como Q‘f j:O,‘ i Deumm Qe (1) es cero

eah:.lole S Se scfﬁsfu&c [a ocnc‘u'du'n c’G lG‘J raices

/]

| Tl <) V=0, p

M) I+ o gl =) /ﬂ

Ede Exp\fc_ij'o
P =0, GOZ\I bc:o, b-g:
T =r+as = ¢ I
el & So’n*s(m.e C.%.
Crumc- Nich

P:O‘ Qo = ‘ b(;:' ,/Z’ b~|" = ’/2
T[(r) = v + 0 =1+\ => C.R. -> ceo e&falale
Con respecte Q(U\ consistencic.  de lu %m\lia de mélodas (D), Pode mes calewles el emer

local de truncoaicn para (D, cwemo

P

- X : :
Cn“\) = _%1_ [ \s\hH - Z QJ' Jn-j — h ‘l. bJ ’f ({:n-_'), ﬂn".j 23 hb—( ;('l:nH. ﬂnu)) ('3)
=0 ~=c

\'1..
Dedmes e el mebode e consistente. sy T(h) = mﬁfx ‘En(h)]= C(h)

Teorema_ a mehde ) & ConSu‘Sfen{:e, Ji .Sal’is'ﬁnce (O_j J‘pgb.'en{~eA a:.nc'iu‘onea a(gebmllaj

2 S B S -} e
Zo-:!, -quJ+EbJ=E.
i=o

= e o
Demos’ffo\cju:a : \
Expgnc\;enéo en seies de Tayloe 3 o £, poa ‘319“” n>p
i ' 3 { /1
gn_"‘: Sn—Jl\Bn + O(hl) ‘::Fn_j = ‘[n‘f" C(h)

&eemp‘r&undo 43_«:105 ua(urea en eJ exgema & pPosos mu“‘lP/&, Jtenemos



Mo — _Z‘ Qj‘ 'j“,j - ‘Vl ?j ‘LJ’ '(p,_\
4,, -\

"ro
& P p £ L ]
= Adnk (-.‘. Q\kan + th \;‘ IO' )n = Z—: aJ O(qu) o h Z»‘ 0]‘?”‘*‘.:)' QJ. _(/ ﬂ\
J=e = j=° 4= g4="1
— e = £ P .p_ - E = ,i,,f;,, T
M =5 v T A | ) — \
— \ll-¢‘ - L/' DJEF - h k{l'\ (" L:_, Jy”!!' T 7_| b_J o O( ),.’1) ( 2| aJ - Zl bj )
‘=0 < ‘o X f=- = /
A \ J=0 4= | J o) J,,,
P()r (33, {e nemoy Qe
&) / ( !\E_T r [ \
f \ 57 ) | = S " — | .\
N Inlh) = Yan =~ LG9 -hn (=20 j0; + 2 b5 ) o) (2 4~ 20 by
)=o \ {=°© J:-| / j =9 ¢ ] /
Dividiendo poca h
=7~ ‘ ) \ P P e r
) -3 M S vl stoas 5 L. \ [ 5 <
Ln(h )= dre! . ]'_ ZII UJ ) + j { Za I('J - b_; = O“ﬁr A,I QJ > &J
N h jzo \j=o i=-t /) \ j=o el

Ma cvande h —> O, por tanto, e metodo sofe consisiemie,

\j(""U 10{3@ n, inn-Yn)/h =

{

colo si se CU‘T‘{)\@\”‘ los congidunes  @lgPoralcte

Estobilidad  abselote

> Tomonde en wente el aeﬁu*oclo pc\momio caracterishee de 0

e "
6(r) = boyrPH 4+ 7, by rP
=0

A \C\S Qe c\(-: e.‘.te Gedunt\o pc‘momio mrac\-eff.s{ﬁu; lm nof’uremm GU\?\)

- Condicion absclota de las caices _ .
Un mehnde de o familia @0 solisface. lo condicdn absoldn de lor valiis 5 existe

\\0>\Q +dl Qe
G 1<V, (=0,,p.  Hhrho (4)
Fd'emptas » t
Ve HES a5 wi ‘d:i—/ (v y@) dv
Ytte) = Ue Jto

Existen das familis de mebodes a pases molhples

—> Ti(w Adams- Bos\r\{'orc\ - Tipc ~ Ac‘am . HUH‘On

° A® " Schemes qe p=2, orden de cencegendu = 3
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