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Las presentes notas corresponden a un desarrollo de los detalles para la demostracion del Teorema de Fenchel-Rockafellar con base en

[1]. Se agradece al lector dirigir cualquier observacién sobre este documento al correo daniel.lara@alephsub0.org

Definicion 1: —Mapa convexo—
Sean E un espacio vectorial, C C E no vacio y convexoy ¢: C C E — R, decimos que el mapa ¢ es

convexo si
ptx+ (1 —t)y) <tp(x)+(1—-t)¢(y), Vx,yeC, Vte]|0,1].

Definicién 2
Sean E un espacio vectorial real y ¢: E — (—o0, +00].

¢ Al conjunto:

D(¢) ={x € E : ¢(x) < o0},
le llamamos dominio de ¢ y escribimos ¢ # +oo, cuando D(¢) # @.

* El epigrafo de ¢ es el conjunto:

epip = {(x,A) € ExR : ¢(x) < A}.

e Para cada A € R escribimos:
¢ <Al={rcE:p(x)<A}.

LEMA 1. Sea C C E un conjunto convexo, entonces IntC es convexo. Ademds, si IntC # @, entonces
C = IntC.

LEMA 2. Sean E un espacio vectorial real normado, A, B C E no vacios, convexos y disjuntos con alguno
de ellos abierto. Entonces existe un hiperplano cerrado que separa A y B.

LEMA 3. Sean E un espacio vectorial normado, f: E — R continuaena € Eyc € R tal que f(a) < ¢,
entonces existe » > 0 tal que

Vx € B,(a) f(x) <ec.

I
Definiciéon 3: —Funcién conjugada-

Sea ¢p: E — (—o0, +-00] una funcion tal que ¢ # +oo, i.e. (Dom(¢) # &). Se define la funcién conjugada
de ¢ como:
¢*: E* — (—o00,+0]

f—=sup {({f, x) = ¢(x)}.

x€E

® Observacién 1.
1. Note que ¢* es convexa y semi continua inferiormente en E*.

2. Se tiene la siguiente desigualdad

(f, x) <¢p(x)+¢*(f) Vx€E, VfeE*"
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3. En algunos contextos se denomina transformada de Legendre a la funcién conjugada ¢*.

Teorema 4: —Fenchel-Rockafellar-
Sean E un espacio vectorial normado y ¢, : E — (—o0, +0c0| mapas convexos. Si existe xg € D(¢) N
D(y) tal que ¢ es continuo en xy, entonces

inf {¢(x) +9(x)} = sup {~¢"(=f) 9" ()}

feE*
= max{—¢"(=f) —¥"(N)}
= —min{¢" =/ +¢*(N}-

Demostracién. Definamos:

a=inf{p(x) +y(0)} y b=sup{-¢°(=f) —¢7(f)}.

fEE*

Idea: Utilizar las propiedades de infimo y supremo.
Dado que

—¢"(—f) —¢*(f) = —sup{— (f, x) —p(x)} —sup {(f, x) —¢(x)} Definicién de funcién conjugada

x€E x€E
= 1r€1£ {f(x)+¢(x)}+ 1r€1£ {—f(x)+9p(x)} Propiedades del infimo y supremo
< inf {p() + 90}

Por lo tanto

—¢*(=f) = 9*(f) < mnf {p(x) +9(x)},

xeE
con lo cual
sup {—¢"(—f) —¢*(f)} < inf {p(x) +p(x)} = b<a
feE* x€E
Por otra parte, si a = —co, entonces, puesto que b < a, b = —oo, es decir,

inf {p(x) +9(x)} = sup {—¢"(=f) —¢" ()}

fEE*

Ademas, puesto que se «alcanza» el supremo y por las propiedades de maximo

sup {—¢"(—f) — 9" (f)} = max{—¢"(—f) —¢"(f)}

fE E* fGE*

=max{—(¢"(=f) +¢"(f))}

feE*

= —min {¢" (=) +¥" ().

Asi, supongamos que a € R y tomemos,

C=epi(p) ={(x,A) eExXR : ¢(x) < A}.
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Como x¢ € D(¢), por hipétesis, entonces ¢(xg) € R y por lo tanto (xp, ¢(xp) + 1) € C; mds atin, como ¢ es
continua en x(, entonces existe r* > 0 tal que

p(x) < p(x0) +1 Vx € By (x0),
asi puesto que By+(xg) x]¢(x0), ¢(x0) + 1] es un abierto, entonces por construccion se tiene que
(x0,¢(x0) +1) € By« (x0) x]p(x0), p(x0) + 1[C C,

por lo tanto, IntC # @. Por otro lado, puesto que ¢ es convexo, entonces C es convexo y por el Lema 1
A =1Int(C) es convexo.
Ahora, definamos

B={(x,A) eExXR;A<a—¢(x)}.

Como x¢ € D(¢), por hipétesis, entonces 1(xp) € Ry por lo tanto (xg,a — ¢(xg)) € B, con lo que se sigue
que B # @.

Tomemos (xg, Ag) € A, arbitrario pero fijo, por definicién del epigrafo, Ay > ¢(xg); ademds, por la definicién
del infimo ¢ (xo) + ¢(x¢) > a, y asi

Ao > ¢p(x0) > a—p(xo) == Ao >a—1(xo),

de esta manera (xg, Ag) ¢ B; con lo que, como (xg, Ag) € A es arbitrario, se sigue que AN B = &.

Ahora, notemos que B es convexo; en efecto, tomemos (x,a) y (v, ) € B, vamos a probar
(x,0)t+(1—t)(y,B) € B Vte (0,1). (1)
Notemos que para t = 0y t = 1 se tiene el resultado. Asi sea t €]0, 1], cualquiera; notemos que

m<ta—tp(x) y (1-Dp<(1-Ha—(1-Dp(y).
Por tanto
ta+(1—t)p<ta—tp(x)+ (1 —t)a—(1-t)py) <a—(tp(x)+ (1 —-1)y(y))

y como 1 es convexa, se tiene que

pix+ (A -Dy) <tp(x)+(1-Hply) = —(p)+1-Hpy)) < —ytx+(1-1)y),

por lo tanto
te+(1-t)p<a—(tp(x)+ (1 -1)py)) <a—yp(x+ (1-t)y).

Asi, como t es arbitrario, hemos probado que B es convexo.

Usando el teorema de Hanh-Banach, primera forma geométrica, existe un hiperplano .# = [h = a] que
separa A y B, més atin por el Lema 2, se tiene que 7 también separaa Ay By dado que C C C = A, por el

1

Lema 1. Entonces J# también separa a C y B. Mds atin, por la forma del espacio’, se sigue que existen f € E*

y k € R tales que h tiene la siguiente forma:

h(x,A) = (f, x) + kA V(x,A) € ExR.

1Usando el hecho de que los espacios E* x E* y (E x E)* son isomorfos.
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Por lo tanto, tenemos que

(f,x)+kA>a V(x,A)eC, )
(f, x) +kA <a V(x,A)€B. 3)

Tomando x = xg en (2), se sigue que paran € IN,

(f, x0) +k(np(xo) +1)) >a <= k>w Vn € N.

~ np(x) +1

y cuando n — oo tenemos que k > 0.

En efecto, por contradiccién, supongamos que k = 0, entonces como el mapa asociado al hiperplano %’ no
puede ser idénticamente nulo, por hipétesis, se sigue que

Il # 0. (4)
Puesto que k = 0, se tiene que por (2) y (3),

(f, x) >a Vx e D(¢),
(f, x) <a Vxe D).

Por otra parte, dado que xp € D(¢) y ¢ es continua en xp, entonces existe un gy tal que Be,(x9) € D(¢) y
por lo tanto como Bg,(xg) = xo + €9z con z € B1(0), entonces

(f, xo+eoz) >a Vze Bi(0).

Puesto que z € B1(0), entonces —z € B1(0) y por lo tanto

(f, xo —€oz) > = (f, x0) + (f, —€0z) >« Vz € B1(0)
= (fix)—e(f, z)2un Vz € B1(0)
= (fix0) —a=e(f, z Vz € B1(0)
— Loty g vz € B1(0).

Por lo tanto, se tiene que

Ademas, dado que xp € D(¢), entonces se sigue que 0 > « — (f, xo) y asi

£l =o0.

pero esto contradice (4). Asi, se concluye que k > 0.
Comentario: Con lo probado anteriormente, vamos a continuar con la demostraciéon del teorema.
De esta manera, por (2), tenemos que

o)t ae — Mo

Y(x,A) € C

— <—£ x>—)\§—i V(x,A) € C.



Lara, M.

Puesto que — 7 es una cota superior para <— %, x> — ¢(x), entonces

f « f «
_L _ < _= _L _ < _=
< o X P(x) < p Vxe E = ilqu o~ P(x) ¢ < p
y asi, por definicién de funcién conjugada, tenemos que
o _f o
L)< =
¢ ( 1) =% ©)
Por otra parte, de (3), se sigue que
(f,x)+Mk<a = <f’kx>+)»§% V(x,A) €B

asi, para x € D(1), tenemos que (x,a — (x)) € By por lo tanto A = a — ¢(x), se sigue que
i,x +a—1,b(x)§E = i,x —w(x)gﬁ—a Vx € D(y).
k k k k

Mas atn, si ahora x ¢ D(1), entonces §(x) = 400 y por lo tanto

<£ x> —p(x) <

Asi, puesto que % — a es una cota superior para <%, x> — ¥(x), entonces

—a Vxe€E.

=R

<le, x> —(x) < % —a VY(x,A)éeB — ilél}E) {<le, x> —1p(x)} < % —a,
y asi, en consecuencia
(=i

De esta manera, por (5) y (6) tenemos que

o)ty ()i

De donde, uniendo las desigualdades anteriores se sigue que

B = v r (D)=

Por otra parte, por la definicién de b, tenemos que

o () (D)

y como habiamos probado que b < g, entonces se sigue que a = b, es decir:

inf {p(x) +p(x)} = sup {—¢"(x)(=f) —¢"(f)}-

fEE*

Ademads, puesto que la imagen de ¢ y 1 incluye a 400, entonces el maximo se alcanza y se tiene que

sup {—¢*(x)(—f) =" (f)} = max{—¢"(x)(=f) = ¢*(/)};

fGE* fGE*
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de donde, por propiedades del maximo, tenemos que

max {—¢"(x)(=f) =9 (f)} = —min {=¢*(x)(=f) = ¢"(f)}.

feE* feE*

Asi, hemos probado que

inf {p(x) +9(x)} = sup {—¢"(x)(=f) = ¢¥"(f)}

fEE*
= max{=¢"(x)(=f) =" ()}
=~ min {=¢"()(=f) =" (N},

como se queria.
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