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Nombre: Matias Lara Fecha: Diciembre, 2023
Tema: Teorema de diferenciacién de Lebesgue Materia: EDPE -

El presente documento corresponde a una extensién de los resultados presen-
tados en [1] en la Seccién 3.4: Diferenciacion en espacios Euclidianos. En particu-
lar, el nuestro objetivo es presentar una demostracién del Teorema de diferencia-
cién de Lebesgue, el cual es un resultado que relaciona la operacién de integracién
con la operacién de diferenciacién para funciones que no son continuas pero son
integrables en el sentido de Lebesgue.

Se agradece al lector que reporte cualquier error o sugerencia a:

mat.daniel.lara@alephsubO.org

1. Preeliminares

Teorema 1

Si f € L1(A) y e > 0, entonces existe una funcién simple

N
x) =) cjxg;(x))
j=1
donde cada R; es el producto de intervalos, tal que

/|f x)|dx < e,

Mas atn, existe una funcién continua g que se anula fuera de un conjunto
acotado tal que

/|f x)|dx < e.

Demostracion. Ver Teorema 2.41 Folland. O

2. Motivacion

Recordemos el teorema fundamental del cdlculo:
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Teorema 2: —Primer Teorema Fundamental del Calculo—

Sea f: [a,b] — R una funcién continua en [a, b], definamos la funcién

F: [a,b] —
x |—>/f

Entonces, se tiene que F es continua en [a, b] y diferenciable en |a, b[, y ademads

F(x) = % </ﬂxf(t) dt> = f(x),

se verifica que

para todo x €]a, .

Este teorema nos permite relacionar la operacién de integracién con la opera-

cion de diferenciacion.

De esta manera, se plantea la siguiente pregunta: ; Existe un teorema que rela-

cione la operacién de integracion con la operacion de diferenciacién para funcio-

nes que no son continuas pero son integrables en el sentido de Lebesgue?

Para abordar esto, notemos que si f: [4,b] — R es una funcién continua, en-

tonces para x €la, b| se tiene que

(x+h
h/ fyar = lmy

Mas atin, se tiene que

F/(x) = lim - f()

6—0t 25

En efecto, notemos que

/ f(t)dt = F'(x).

¢Ho+ 25/ 6 6%0+ 2 (/ St dt+/ Hf(t) dt)

De esta manera, como

540+ 25 / f

y dado que
1

( )

im — [ 0L _ lim L [F(x) - E(x = 9)]

50+ 20 5%0‘*’ 26
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tomando el cambio de variable z = x — ¢ se tiene que

_F)

No obstante, como z — x cuando § — 07, se tiene que

1 [ F'(x)
lim — t)dt = .
550+ 26 xfzsf( ) 2
Asi, se ha probado que
1 x+6
F(x) = lim — f(t)dt.

50+ 26 Jx—s

@ Observacion 1. Notemos que lo anterior puede ser visto de la siguiente manera:
Dado que el intervalo |x — §, x 4 ¢ corresponde a la bola abierta de centro x y radio
J en IR, entonces

f@) =Fo) = tim 5 [ o

Puesto que 26 es el diametro de la bola B(x, ), lo cual podemos informalmente
decir que es en nuestro contexto es el tamafio del conjunto, entonces notando a
esto como el médulo del conjunto, se tiene que

, L 1
flx) =Fx) = lim m) /B<x,5>f (t) dt.

Debido a la observacién anterior, consideremos la generalizacién del resultado
a RN, en este caso, si O C RN es un abierto tal que f: 3 — R es continua,
entonces

1
W /B(x,ﬁ) f(t) dt — f(x) cuando d — 0™,

3. Resultados preeliminares del capitulo

Lema 1. Sea C una coleccién de bolas abiertas en RV tal que

u=JB

BeC



Lara, M.

Sic < A(U), entonces existen By, ..., By € C disjuntos tales que
k

Y A(Bj) >37"c.

i=1

Demostracién. Ver Lema 3.15 Folland.

Definicién 1
Sife Lllo C(]RN ), entonces para x € RN y 7 > 0 definimos el promedio de f en
la bola B(x,r) como

1
Arf(x) = AB(x, 7)) /B(x,r)f(t) dt.

Lema 2.5i f € Llloc(]RN), entonces A, f(x) es juntamente continua en (x,r)
conx € RNyr>0.

Definicién 2: —Funcional maximal de Hardy-Littlewood—

Si f € L, (Q) se define el Funcional maximal de Hardy-Littlewood Hf por

HF () = sup A/lfI(x) = sup sz [ 101y

r>0 r>0

® Observacion 2. Hf es medible pues para todo a € R

(Hf) " ((a, +00)) = J (Al f1) " ((a, +00))

r>0

es abierto para todo a € R por el Lema 2

Teorema 3: —Teorema del maximal—

Existe una constante C > 0 tal que para todo f € L! y para todo & > 0,

Mx - Hf () > o)) < © [ I () ax.

Limite superior para funciones real valuadas de variable real

limsup¢p(r) =lim sup ¢(r) =inf sup ¢(r).

r—R e200|r—R|<e €0 |r—R|<e
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Ademids, se puede verificar que

lim ¢(r) = ¢ <= limsup |¢(r) —c| = 0.

r—R F—R

Teorema 4
Sif € LL (RN), entonces lim, o A, f(x) = f(x) casi todo punto para x € RV.

Comentario: El siguiente teorema es una «version» del teorema fundamental
del célculo para funciones integrables en el sentido de Lebesgue para el caso en el
que los conjuntos sobre los que se integra son bolas abiertas.

Idea: La idea de la desmotracién se basa en mostrar que el conjunto de puntos
donde no se cumple la igualdad es de medida nula.

Demostracion.

P.D. Probar que A,f(x) — f(x) casi todo punto para x € RVN.

P.D. Es suficiente mostrar que A,f(x) — f(x) para x € B(o,m) con
m e N

En efecto, supongamos que para cada m € IN, se tiene que

lim A f(x) = f(x),

r—0

para todo x € B(0,m) excepto F, un conjunto de medida nula. Mds aun, se tiene

que y € B(0,m + 1), entonces si tomamos

U FIII/

meN

entonces para cada x € R”, existe (por la propiedad arquimediana) un natural $
tal que x € B(0,8) y por lo tanto se tiene que la propiedad se cumple casi todo
punto en dicha bola, més precisamente en RN ~ F.

De esta manera, se tiene que tomando f = fxg(g 1), Se sigue el resultado
para cada m € IN.

P.D. Para cada m € N A,f(x) — f(x) para x € RN.

Sean¢ > 0y m € N cualesquiera. Ademds, sea x € RV.

P.D. lim,0 A;g(x) = g(x)

Aplicando el teorema 1 se tiene que existe una funcién continua integrable que
se anula fuera de un conjunto acotado tal que

/|f(x x)|dx < e. (1)

Por la continuidad de la funcién g aplicando la definicién € — ¢ se tiene que para
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todoy € RN y§ > 0 existe r > 0 tal que

y—x<r = [gly) —g) <o
De esta manera, se sigue que

1485 = 81 = | 1030577 ooy SO~ 802)

1
< X)) 18W) — 8

1
< — od
~ A(B(x,1)) /B(x,r) Y
= .

por lo tanto tomando 6 = { y cuando k — +co se sigue que A,g(x) = g(x) para
todo x € B(0,m).

Por otra parte, se tiene que

limsup [ A £(x) — £(x)

r—0
= limsilg |Arf(x) — f(x) + Arg(x) — g(x) — Arg(x) + g(x)]|
< 1imsilg ([Arf(x) = g(x)| + [Arg(x) — g(x)]) + [(f — &) (x)]

— H(f — 9)(x) +|(f — ) ().

Asf, si para & > 0 cualesquiera definimos los conjuntos

Ey = {x € RN : limsup |A, f(x) — f(x)] > tx}

r—0

Fo={xeRY - |(f - 9)()| > af,
entonces por la desigualdad anterior, se tiene que
o
E. C {xeRV: H(f—g)(x)>§}UFa/2. 2)

Asi, por definicién del conjunto F, /, puesto que tomamos el valor absoluto de las
funciones, se tiene que usando (1)

e> [ M@ —g@ldr= [ 1f)—g@ldr= [ Tdr=FA(E),

Fa/2 Fa/Z
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de donde
2¢
Usando el teorema 3 se tiene que existe C > 0 tal que para todo « > 0, en particular
el usando anteriormente en esta demostracion, se tiene que
N . _ e < E / _ 27CS

A({xe]R : H(f g)(x)>2}>_ . |f(x) —g(x)]dx < .
Usando esto en la desigualdad (2) y dado que los conjuntos tienen medida finita
se tiene que

AMEy) < —+ —
(“)_a+oc

por lo tanto, como ¢ es arbitrario, se tiene que tomando ¢ = % y cuando k — 40
se tiene que A(E,) = 0 para todo a > 0. O

@ Observacion 3. El resultado anterior se puede reescribir de la siguiente manera:
Sifell (Q)

loc

. 1
}%W /B(x’r) [f(y) — f(x)]dy =0 3)

para todo x € RN casi todo punto.

@ Observacion 4. La expresion (3) es vdlida si ahora consideramos el valor abso-
luto del integrando, es decir,

, 1
e B07]) oy )~ FN Ay =00

Este resultado lo vamos a probar en el siguiente teorema.

Definicion 3: —Conjunto de Lebesgue—

Sea f € Ll (IRN), entonces el conjunto de Lebesgue de f es

Lf= {x cRN : 1%)\(3(13”))/1_%”) If(y)—f(x)ldy—o}-

Comentario: EL siguiente teorema es un resultado auxiliar que se usara para
probar el teorema de diferenciaciéon de Lebesgue.

Teorema 5

Si f € LL (Q), entonces A ((Lf)c) =0.

loc
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Demostracion.

Para cada ¢ € R, definamos g.(x) = |f(x) — ¢|, entonces puesto que g es una

. - L . : 1 (RN).
traslacion y composicién con una funcién continua, se sigue que gc € L; (RY);

asi, usando el teorema 4 se tiene que

. 1 .
}1_1)% W /B<x’r) ge(y) dy = gc(x),

es decir, tenemos que

P 1
S AB ) ./B(x,r) f(y) —cldy = |f(x) —cl,

r—0

para x € RN casi todo punto, i.e. para todo x € RN \ E; con A(E;) = 0.
Ahora, si consideramos D un subconjunto denso! de R entonces, si ahora to-
mamos ¢ € D, se tiene que definiendo

E=JE,

ceD

entonces A(E) = 0y para todo x € RN \ E se tiene que

] 1 _
e B0 7)) oty )~ el = F(2) — <l @

paratodoc € D.
Por otro lado, si tomamos x ¢ E, entonces para todo € > 0 existe ¢ € D tal que
|f(x) —c| <& ymadsain

f) = fWI < [f(y) —cl+e

De esta manera, se tiene que usando (4)

lim sup A(B(l)) / o [F0) = F()dy

r—0

1
<li _ - d
= limsup /\(B(x,r)) ./B(x,r) |f(y) C| +eay

r—0

= [f(x) —c| +e¢

< 2e.

Note que R y C son separables, por lo tanto admiten un subconjunto denso numerable.
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Puesto que ¢ es arbitrario, se tiene que tomando ¢ = % y cuando k — 4oo se

concluye que
1

lm ABx,M) /B(x,r) |f(y) — f(x)dy =0,
para todo x ¢ E. Por lo tanto, gracias a que L es medible (ver Observacién 2)
ECCLy = ML} <SAE)=0,

es decir, se ha probado que A(th) = 0, como se queria. O

@ Observaciéon 5. De manera general, se puede considerar una familia de conjun-
tos més general que las bolas abiertas, es decir, una familia de conjuntos {E; },~¢
de conjuntos Borel medibles en RN que se «encojen adecuadamente» a x € RN
cuando r — 0, este tipo de conjuntos deben satisfacer que:

e E, C B(x,r) para todo r > 0.
 Existe « > 0 independiente de r tal que A(E;) > aA(B(x,7)).

@ Observacion 6. Los conjuntos E; no necesariamente contienen a x. En efecto, si
U es cualquier subconjunto Borel medible de B(0, 1) tal que A(U) > 0, entonces si
definimos

E,={x+ry:yeu},

entonces la familia {E, } colapsa adecuadamente a x cuando r — 0.

Teorema 6: —Teorema de diferenciacion de Lebesgue—

Sea f € L} (IRN). Para todo x en el conjunto de Lebesgue de f, en particular

para casi todo punto, se tiene que

tim 5 L F0)dy = £

lim 55 [ )~ fx)ldy =0,

para toda familia de conjuntos {E, },~¢ que encojen adecuadamente a x cuan-
dor — 0.

Demostracion. Mostremos cada una de las igualdades por separado. Sean f ¢
I

loc

r — 0. Por hipoétesis, existe « > 0 tal que A(E;) > aA(B(x,r)) para todo r > 0.

(Q), cualquiera y {E, },- , una familia que colapsa adecuadamente a x cuando
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1. Entonces, puesto que E, C B(x,r) y los integrandos son positivos, se tiene
que

TE Jo ) =y < s [ 1) = £y

1
< BET) o 1O~ S

Asi, por el Teorema 5 se tiene que
tim oo [ 1)~ F)ldy =0
PO AB(x ) Jaen Y T

2. Para la segunda igualdad, notemos que

1 1
m/b",f(y)dy:f(x) <~ mErf(y)*f(x)dy:O.

De esta manera, como

T S 0~ F0 ] = 5

Por el literal anterior, tenemos que

1
)\( ) r‘f() (x)\dyzor

con lo que se sigue lo requerido.

Es claro que el resultado es cierto para todo punto en el conjunto de Lebesgue de
f, pero por el Teorema 5, se tiene que el resultado se cumple casi todo punto en
RV, O

Note que en la mayoria de desarrollos realizados no siempre conocemos la
existencia de los limites con antelacién. Es por esto que se recurre al uso del
limite superior; de esta manera, como estos limites se toman del médulo de
los valores estos se encuentran acotados inferiormente por cero y cuando se
muestra que el limite superior es cero se puede concluir que el limite existe

y es cero.

10
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